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Yorwort. 

Die WahrscheiBlichkeitsrechnung hat längst aufgehört, eine blofie Theorie 
der Glücksspiele zu sein. Man hat einerseits den hohen Bildungswert ihrer 
Begriffskonstruktionen und Schhißweiaen erkannt und andrerseits den Kreis 
jener konkreten Materien, auf welche sieh ihre Methoden nut Berechtigung 
anwenden lassen, inuner bestimmter gezogen; so ist die Wahrseheinlichkeits- 
reebnung zu einem wohlbegründeten und praktisch wichtigen Zweige der 
angeTV'andten Mathematik ausgestaltet worden. 

Sie nach den beiden erwähnten Bichtungen innerhalb vorgezeichneter 
Schranken zur Darstellung zu bringen, ist das Ziel, das ich mir bei Ab- 
fassung dieses Buches gesteckt habe. 

Der gi'undlegende erste Teil geht auf die fundamentalen Fragen soweit 
ein, als es zur Vorbereitung jener Kritik erforderlich ist, die geübt werden 
soll, wenn man die Wahrseheinliohkeitsrechnimg auf ein Gebiet der Wirklich- 
keit anzuwenden sich anschickt. Eine reiche Auswahl von Problemen, 
darunter die klassischen, soll mit der eigenartigen Denkweise, mit der rich- 
tigen Handhabung der Sätze imd Rechnungsmethoden vertraut machen. 

Für alle Gebiete der Forschimg, wo die Resultate aus messenden Be- 
obachtungen abgeleitet werden, ist die auf die Wahrscheinlichkeitstheorie 
sich stützende Ausgleichimgsrechnung zu einem unentbehrlichen Instrument 
geworden, dazu bestimmt, die Gewinnung der Resultate methodisch zu leiten 
und für ihre Verläßlichkeit einen Maßstab zu liefern. Diese Seite der An- 
wendung behandelt der zweite Teil, der in eine kurzgefaßte Theorie der 
Beobachtungsfehler und in die Erledigung der Hauptprobleme der Kom- 
bination von Beobachtungen zerfällt. Erläuternde Beispiele sind in zu- 
reichender Zahl eingefügt. 

Ein verhältnismäßig junger Zweig der Anwendung ist die mathe- 
matische Statistik, die den Gegenstand des dritten Teiles bildet. Neben den 
Methoden zur Kritik statistischer Resultate werden die Probleme der Sterb- 
Hchkeits- und Invaliditätsmessung zur Sprache gebracht. Die Hilfsmittel 
der formalen Bevölkerungstheorie kommen dabei zu weitgehender Anwendung. 
Die reichliche Vorführung von Erfahrungsmaterial wird dazu beitragen, die 
Ausführungen dieses Teiles zu beleben. 

Im vierten Teile wird die Lebensversicherungsrecbnung auf wahrschein- 
lichkeitstheoretischer Grundlage zum Vortrag gebracht. Im Gegensatze zu 
dem älteren Verfahren, das jede Versicherungsart für sich betrachtet und 
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IV Vorwort. 

immer wieder Ton Grund auf in Angriff nimmt, ist hier im Interesse der 
zusammenfassenden Behandlung eine eingehende Darstellung der mannig- 
fachen Versicherungswerte an die Spitze gestellt; denn alle andern Fragen, 
wie Prftmienbestimmung, Bückgewähr der Prämien, Beserveberechnung, 
Bisiko usw. fahren auf das Bechnen mit Versicherungswerten zurück. An- 
gewendet ist das Bezeichnungssystem des Text Book, dieses Hauptwerkes 
der Lebensversicherungsrechnung, ein System, das am ehesten Aussicht hat, 
allgemein adoptiert zu werden. Tabellen sind in solchem Umfange auf- 
genommen, als es notwendig erscheint, die Auswertung der Formeln zu er- 
läutern und mit speziellen Zahlwerten dieses Gebietes einigermaßen bekannt 
zu machen. 

Betreffs weitergehender literarischer und historischer Nachweisungen 
darf ich auf meine Schrift „Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie 
und ihrer Anwendungen" im VU. Bande der Jahresberichte der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung hinweisen. 

Wien, 9. November 1902. 

E. CzQber. 



Begleitwort zur zweiten Auflage. 

Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage dieses Teils habe ich mancherlei 
Neuerungen im einzelnen getroffen, die mir förderlich schienen, so die Dar- 
stellung der Wahrscheinlichkeitssätze in Form von Funktionalgleichungen, 
die Heranziehung des Begriffs der relativen Wahrscheinlichkeit, der Mengen- 
lehre. Des weiteren war ich darauf bedacht, die Grundfragen, welche die 
philosophische Seite des Gegenstandes betreffen, tiefer zu fassen. Ein Kapitel 
über die Kollektivmaßlehre, die, von G. Th. Fe ebner begründet, durch die 
neueren Arbeiten von G. F. Lipps und H. Bruns wesentlich gefördert 
wurde, durfte nicht mehr fehlen; ich habe die theoretischen Grundlagen 
dieses jüngsten Zweiges so knapp als möglich dargestellt, hingegen auf die 
praktische Anwendung durch Vorführung mehrerer, darunter auch größerer 
Beispiele vorzubereiten gesucht. 

Für die von verschiedenen Seiten eingelangten Berichtigungen von 
Druckversehen und Nachrechnungen spezieller Zahlenwerte, die ich bei der 
Revision benutzen konnte, sage ich hier meinen Dank. 

Ebenso danke ich Herrn Prof. Bruns fElr die freundliche Erlaubnis, 
seine Tafeln zur Kollektivmaßlehre aufnehmen zu dürfen. 

Wien, 23. Februar 1908. 

Der Verfasser. 
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Erster Teil. 

WalnscMnliclikeitstlieorie. 



I. Absclmitt. Grundlagen der Walirsclieinliclikeitsreclinang. 

§ 1. Entwicklung der Grundbegriffe. 

1. Das hypothetlBOhe UrteiL Unser Denken vollzieht sich in 
der Bildung von Begriflfen und in ihrer Verknüpfung zu Urteilen. 

Unter den verschiedenen Urteilsformen nimmt hier vor allem das 
hypothetische Urteil unsere Aufmerksamkeit in Anspruch. Sein Wesen 
besteht darin , daß es an einen Vordersatz einen Nachsatz als not- 
wendige Folge knüpft; seine typische Form lautet: „Wenn A gilt, so 
gilt B^^y oder „Wenn A geschieht, so tritt B ein". Es sagt also aus, 
daß mit der Verwirklichung des Vordersatzes stets unabweislich das 
verbunden ist, was im Nachsatze behauptet wird. Vordersatz und 
Nachsatz stehen also im Verhältnis von Crrund und Folge] das Prädikat 
des Urteils ist Notwendigkeit (Gewißheit). 

Der so geartete Zusammenhang zwischen den beiden Teilen des 
Urteils wird entweder aus gewissen grundlegenden Urteilen (Axiomen) 
durch logische Schlüsse erwiesen oder aus einer ausnahmlos gemachten 
Beobachtung gefolgert. 

Die Mathematik drückt ihre Wahrheiten in hypothetischen Urteilen, 
den Lehrsätzen, aus und gibt für sie Beweise. Das Streben der 
Naturwissenschaften geht dahin, die Vorgänge der Außenwelt immer 
mehr in unverbrüchliche Regeln zu fassen, die dann nach Art der 
mathematischen Lehrsätze auch in der Form hypothetischer Urteile 
ausgesprochen werden können. 

„Wenn eine dekadische Zahl, die an der letzten Stelle oder 5 
hat, durch 5 dividiert wird, so geht die Division ohne Rest auf^'; — 
„Wenn man durch eine Ecke eines Dreiecks eine Gerade derart legt, 
daß sie den an dieser Ecke liegenden Winkel durchsetzt, so schneidet 
die Gerade die der Ecke gegenüberliegende Seite des Dreiecks" — sind 
hypothetische Urteile, deren Wahrheit die Arithmetik, beziehungsweise 
die Geometrie aus ihren Grundlagen durch logische Schlüsse be- 
gründet. Dagegen beruht das Urteil: „Wenn ein Gefäß eine Flüssig- 

Csuber, Wkhnoheiiüiohkeitfreohnimg. I. 8. Auf L ^yj.^u uy ^^ ^ ^ QlC 
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keit enthält, und ich bringe in dem von ihr berührten Teil der Seiten- 
wand eine Öfl&iung an, so tritt durch diese die Flüssigkeit aus" — auf 
einer ausnahmlos gemachten Wahrnehmung. 

2. Das h]rpotheti80h-dmuiiktive Urteil. Wenn aus der Ver- 
wirklichung einer Voraussetzung eine von mehreren einander aus- 
schließenden Folgen notwendig hervorgehen muß, so heißt das Urteil, 
welches diesen Sachverhalt behauptet, ein hypothetisch-disjunktives. 
Die Unterscheidung und Aufzählung der Folgen bildet die Disjunktion, 
die einzelnen Folgen heißen ihre Glieder. Die typische Form des 
disjunktiven Urteils kann in die Worte gefaßt werden: „Wenn A ge- 
schieht, so tritt entweder B oder C oder D . . . ein." Zwischen der 
Voraussetzung und der Gesamtheit der Glieder der Disjunktion besteht 
wie bei dem hypothetischen Urteil das Verhältnis der Notwendigkeit; 
dagegen steht das einzelne Glied der Disjunktion oder eine Gruppe 
von Gliedern zu der Voraussetzung im Verhältnisse der Möglichkeit, 
die das eigentliche Prädikat des disjunktiven Urteils ausmacht: Die 
Verwirklichung der Voraussetzung Icann das bezeichnete Glied oder 
eines aus der gewählten Gruppe zur Folge haben, es kann sich aber 
auch ein anderes Glied einstellen. 

„Wenn eine dekadische Zahl durch 5 dividiert wird, so geht die 
Division auf oder es bleibt ein Rest übrig"; — „Wenn man durch 
eine Ecke eines Dreiecks eine Gerade legt, so schneidet sie die gegen- 
überliegende Seite oder sie geht an ihr vorüber"; — „Wenn man in 
der Smtenwand eines Flüssigkeit enthaltenden Gefäßes eine Öffiiung 
anbringt, so tritt durch diese Flüssigkeit aus oder es geschieht dies 
nicht" — sind Beispiele disjunktiver Urteile mit zweigliedriger Dis- 
junktion. In dem ersten kann die Disjunktion weiter geführt werden 
durch Auseinanderhaltung der Reste, welche auftreten können. 

Die vorgeführten Beispiele zeigen eine bestimmte Struktur, die sich 
folgendermaßen beschreiben läßt. Man kann von einem Bereich der 
Voraussetzungen oder Bedingungen sprechen und diese in Teile 
zerlegen derart, daß an den einen die eine der Folgen, an den andern 
die andere Folge mit Notwendigkeit gebunden ist; mit andern Worten: 
man kann die obigen hypothetisch-disjunktiven Urteile in hypothetische 
auflösen. In dem ersten Beispiel ist der Bereich der allgemeinen Be- 
dingungen durch die Gesamtheit der dekadischen Zahlen vertreten und 
scheidet sich in solche, die oder 5, und in solche, die eine andere 
Ziffer an der niedrigsten Stelle haben: mit der ersten Teilgesamtheit 
ist das Aufgehen der Division, mit der zweiten ein Rest notwendig 
verbunden. In dem zweiten Beispiel stellt die Gesamtheit der durch 
die betreffende Ecke gehenden Geraden den Bereich der Bedingungen 
dar und zerfällt in jene Geraden, die den Winkel an der Ecke durch- 
setzen, und in solche, die außerhalb desselben bleiben: die ersteren 
schneiden notwendig, die letzteren gehen notwendig vorbei. In dem 
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dritten Beispiel vertritt die ganze Seitenwand den Bereich, innerhalb 
dessen die allgemeine Voraussetzung realisiert werden kann, und 
scheidet sich in einen von der Flüssigkeit berührten und einen freien 
Teil: erfolgt die Realisierung in dem ersten, so ist der Austritt der 
Flössigkeit die notwendige Folge; dem andern Teil entspricht ebenso 
das Ausbleiben dieser Erscheinung. 

In allen drei Fällen ist man auch in der Lage, das quantitative 
Verhältnis der Umfange der Teilbereiche zum Bereich der allgemeinen 
Bedingungen anzugeben. So ist das Verhältnis der Gesamtheit der 
mit oder o schließenden Zahlen zxir Gesamtheit aller Zahlen mit 
1 : 5 zu bemessen, weil von je zehn Zahlen, die sich nur in der End- 
ziffer unterscheiden, zwei zur ersteren Gesamtheit gehören. Hat ferner 
in einem konkreten Dreieck der Winkel jener Ecke, durch welche die 
Gerade gelegt werden soU, die Grröße «, so ist a : jr das Verhältnis 
der Gesamtheit der die Gegenseite schneidenden Geraden zur Gesamt- 
heit aller Geraden, welche durch die Ecke gelegt werden können. In 
dem Beispiel mit dem Gefäße bezeichnet das Verhältnis der von der 
Flüssigkeit berührten zur ganzen Seitenwand das Verhältnis des den 
Austritt der Flüssigkeit bewirkenden Teilbereichs zum ganzen Bereich 
der allgemeinen Bedingungen. 

Aber nicht alle Urteilsmaterien, welche zur Aufstellung disjunktiver 
Urteile Anlaß bieten, sind von der hier dargelegten Beschaffenheit. 
Wir wollen zwei Beispiele anderer Art vorführen und analysieren. 

„Wenn ich in eine Urne mit undurchsichtigen Wänden, die eine 
weiße, zwei schwarze und drei rote, im übrigen gleiche Kugeln ent- 
hält, greife und eine Kugel hervor hole, so ist dieselbe weiß oder 
schwarz oder rot." Auch hier kann von einem Bereich der allge- 
meinen Bedingungen und von einer Scheidung desselben in Teilbereiche 
gesprochen werden, die den Disjunktionsgliedem zugeordnet sind, und 
zwar in folgendem Sinne. Bei einer bestimmten Anordnung der 
Kugeln in der Urne führt jede der unendlich vielen Bewegungen, 
welche die vollziehende Hand in Ausführung der allgemeinen Voraus- 
setzung machen kann, mit Notwendigkeit zu einer Kugel von be- 
stimmter Farbe; das gleiche gilt für jede der unendlich vielen denk- 
baren Lagerungen der Kugeln in der Urne. Mit Rücksichtnahme auf 
alle diese Lagerungen läßt sich also eine Gesamtheit von Hand- 
bewegungen denken, die zu einer der Kugeln überhaupt hinführen, 
und in dieser lassen sich Teilgesamtheiten unterscheiden, von welchen 
die eine mit Notwendigkeit die weiße, eine andere eine schwarze, die 
dritte eine rote Kugel zur Folge hat. Aber die Bewegungen, die zu 
dem einen oder andern Erfolge hinleiten, zu charakterisieren, dafür 
gibt es keinen Anhalt; daher ist es auch untunlich, das disjunktive 
Urteil in hypothetische aufzulösen, d. h. die allgemeine Voraussetzung 
so zu spezialisieren, daß sich ein bestimmter Erfolg mit Notwendig- 
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keit daran knüpfe. Dagegen gestattet die dargelegte allgemeine Er- 
kenntnis die quantitative Vergleichung der verschiedenen Bereiche von 
Bewegungen. Denkt man sich nämlich innerhalb einer jeden räum- 
lichen Lagerung der sechs Kugeln alle möglichen Anordnungen der 
Farben ausgeführt, so wird ein bestimmter Platz zweimal so oft durch 
eine schwarze und dreimal so oft durch eine rote besetzt sein als 
durch eine weiße: daher verhalten sich die Gesamtheiten der Be- 
wegungen, welche zu einer weißen, einer schwarzen, einer roten Kugel 
führen, quantitativ wie 1:2:3. 

Ein von den bisherigen wesentlich verschiedenes Beispiel eines 
disjunktiven Urteils ist das folgende: „Wenn ein Mensch das Alter 
von X Jahren erreicht hat, so erlebt er das Alter von x + 1 Jahren 
oder er erlebt es nicht." Unter einer Verwirklichung der allgemeinen 
Voraussetzung ist hier die Beobachtung eines Individuums zu ver- 
stehen, welches x Jahre alt geworden und nun mit der ihm eigen- 
tümlichen Konstitution den kaum dem Namen nach anführbaren Ein- 
flüssen ausgesetzt ist, von welchen Leben und Sterben abhängt und 
die in einer bestimmten Kombination auf dasselbe einwirken. Man 
kann sich nun ganz wohl vorstellen, daß sich in Ansehung einer 
bestimmten Konstitution die Kombinationen der maßgebenden Ein- 
flüsse in zwei Gebiete scheiden, die einen mit Notwendigkeit zum 
Durchleben des gedachten Zeitraumes, die andern zum vorzeitigen 
Tode führend. Über diese allgemeine Vorstellung ist aber mit dem 
zu Gebote stehenden Wissen über den Sachverhalt nicht hinaus- 
zukommen. Zu quantitativen Vergleichen und zur Bildung hypothe- 
tischer Urteile ist hier kein Anhalt gegeben. 

3. Oegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie. Das dis- 
junktive Urteil steht mit dem Gegenstande der Wahrscheinlichkeits- 
theorie in engem Zusammenhange, es kann als ihre logische Grundlage 
bezeichnet werden ^). Das praktische Leben stellt uns oft vor Materien, 
welche die Bildung hypothetischer Urteile ausschließen, weil die all- 
gemeinen Bedingungen mehrere einander ausschließende Erfolge möglid 
erscheinen lassen, ohne daß aus dem Gange der Verwirklichung jener 
Bedingungen jemals ein bestimmter Erfolg mit Sicherheit zu er- 
schließen wäre. 

Die vorgeführten Beispiele haben nun gezeigt, daß derlei Urteils- 
materien bei Vorhandensein eines bestimmten Wissens die Ausführung 
quantitativer Bestimmungen zulassen; dadurch aber können sie der 
mathematischen Behandlung zugänglich gemacht werden. Jene Be- 
stimmungen beziehen sich auf den Gesamtumfang der Ausführungs- 
möglichkeiten der allgemeinen Bedingungen und auf jenen Teil des 
Gesamtumfangs, welcher mit Notwendigkeit zu einem bestimmten 



1) Ch. Sigwart, Logik, ü. Bd., 1893, p. 306 und 310, Fußnote. 
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Erfolge hinfahrt; ist es gelungen^ diese umfange durch Zahlen zu 
charakterisieren, so kann der Quotient aus der zweiten Zahl durch die 
erste dazu dienen, die Stellung dieses Erfolges in der Gesamtheit der 
möglichen Erfolge zu kennzeichnen. Er soll, ohne daß zunächst auf 
seine etwaige innere Bedeutung eingegangen würde, als die Wahr- 
sdieinlichkeit des betreffenden Erfolges definiert werden. 

Durch die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit erfährt das ursprüng- 
liche disjunktive Urteil eine wesentliche Er^nzung. Während sich 
dasselbe beschränkt, die möglichen Folgen eiuer Voraussetzung aus- 
einander zu halten und aufzuzählen, wird nun jeder dieser Folgen eine 
Zahl koordiniert, wodurch die ganze Urteilsmaterie eine bestimmte 
Charakterisierung empfäi^. 

Der Sachverhalt läßt auch die folgende Auffassung zu^). Man 
kann aus einem hypothetisch-disjunktiven Urteil neue Urteile bilden, 
indem man die allgemeine Voraussetzung mit jedem einzelnen Gliede 
der Disjunktion verbindet. Ein solches Urteil^ hat wohl die Form, 
nicht aber das Wesen eines hypothetischen Urteils: während diesem 
das Prädikat der Notwendigkeit oder der Gewißheit (für den Fall der 
Realisierung der Voraussetzung) zukommt, kann bei jenem nur von 
Möglichkeit oder unter Umständen von Wahrscheinlichkeit gesprochen 
werden. 

Es wird sich empfehlen, hier über einige üblichen Ausdrücke und 
Ausdrucksweisen sowie über einige den Wahrscheinlichkeitsbegriff in 
seiner bisherigen Fassung betreffenden Fragen ins klare zu kommen. 
Wir haben bisher von den Gliedern der Disjunktion als von 
Folgen der Voraussetzung oder von möglichen Erfolgen gesprochen. 
Die Wahrscheinlichkeitstheorie bedient sich für einen Erfolg fast all- 
gemein des Ausdrucks Ereignis, wiewohl derselbe nicht immer zu- 
treffend ist; häufig würde sich die Bezeichnung Tathestand besser 
empfehlen*). Denn daß eine Division ohne Rest aufgeht oder daß eine 
Gerade eine andere schneidet, ist nicht so sehr Ereignis als vielmehr 
ein Sachverhalt, ein Tatbestand. Indessen kann aus der Beibehaltung 
des in alle Literaturen übergegangenen Ausdrucks „Ereignis" keüi 
Mißverständnis entspringen. 

Man schreibt allgemein die Wahrscheinlichkeit dem Ereignis oder 
Erfolg zu, wiewohl sich dagegen einwenden läßt, daß einem Ereignis 
an sich eine Wahrscheinlichkeit nicht zukommt, sondern nur im Hin- 
bhck auf die Bedingungen, daß also nur von der Wahrscheinlichkeit 
eines Urteils gesprochen werden könne. Dieser Standpunkt ist von 

1) A. Fick, Philosophischer Versuch über die Wahrscheinlichkeiten, 1838. 

2) Von Fick als „unvollständig ausgedrücktes hypothetisches Urteil" be- 
zeichnet 1. c. l, p. 12. 

8) K. Stumpf, Über den Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit. 
Ber. d. bayr. Akad. (phil. Kl.), 1892, p. 46. 
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Fick^) ausdrücklich vertreten worden, der nur die Wahrscheinlichkeit 
eines unvollständig ausgedrückten hypothetischen Urteils gelten lassen 
will; denn Jedes individuelle Ereignis ist entweder im Kausalnexus 
notwendig und wirklich oder unmöglich". Gegen die letztere Be- 
merkung ist sicherlich nichts einzuwenden, aber ein „individuelles" 
Ereignis kann niemals den Gegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie 
bilden, sondern immer nur das Ereignis in abstracto. Um den Unter- 
schied der beiden Ausdrucksweisen deutlich zu machen, möge ein 
Beispiel angeführt werden. Nach Fick kommt dem unvollständig 
ausgedrückten hypothetischen Urteil: „Wenn man eine dekadische 
Zahl durch 5 dividiert, so geht die Division auf" — die Wahrscheinlich- 
keit — zu; der allgemeine und nach unserem Dafürhalten richtige 

Sprachgebrauch schreibt sie dem Aufgehen der Division zu; dem steht 
keineswegs entgegen, daß eine individuelle Ausführung der Voraus- 
setzung entweder sicher ohne Rest oder mit einem solchen abläuft. 

Wenn wir zu dem Beispiel der Urne mit der weißen, den 
schwarzen und roten Kugeln zurückkehren, so gewahren wir ein 
positives Wissen ^ welches bei der quantitativen Vergleichung der Ge- 
samtheiten von Bewegungen, die zu bestimmten Erfolgen hinführen, 
maßgebend war: es ist dies die Kenntnis der Anzahl der Kugeln 
jeder Farbe. Im Falle der Realisierung treten uns Umstände ent- 
gegen, die sich unserer Kenntnis entziehen und von einer Realisierung 
zur andern in einer der Erkenntnis unzugänglichen Weise ändern: die 
Lagerung der Kugeln in der Urne und die Bewegung der ziehenden 
Hand. Jenes positive Wissen ist das Bleibendej das Konstante an der 
Urteilsmaterie und verleiht der aus ihr abgeleiteten Wahrscheinlich- 
keit objektive^ weil vom urteilenden Subjekt unabhängige Bedeutung. 
Gegenüber einer Urteilsmaterie, bei der ein so geartetes positives 
Wissen fehlt, kann ein Subjekt auf Grund des ihm zu Gebote stehen- 
den allgemeinen Wissens an eine Schätzung der Umfange der Reali- 
sierungsmöglichkeiten der einzelnen Disjunktionsglieder gehen und 
aus den Resultaten dieser Schätzung Wahrscheinlichkeiten bilden; 
diese haben jedoch nur subjektive Bedeutung, können sich von Subjekt 
zu Subjekt und selbst bei demselben Urteilenden ändern, wenn sein 
Wissen von der Materie einen andern Umfang annimmt. 

Ist aus dem Gange der Erwägungen, welche uns zu dem Wahr- 
scheinlichkeitsbegriff geführt haben, die Erkenntnis erwachsen, daß 
die Wahrscheinlichkeit eine der Urteilsmaterie als solcher anhaftende 
Eigenschaft, eine Funktion dieser Materie sei, so folgt daraus von 
selbst, daß sie an jedem Ort und zu jeder Zeit dieselbe bleibt, daß 
also insbesondere die Zeit der Verwirklichung eines Erfolges ohne 



1) 1. c. p. 12 u. 14. 
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Einfluß ist auf seine Wahrscheinlichkeit. Man ist wohl gewohnt, mit 
dem Begriff Wahrscheinlichkeit die Vorstellung eines zukünftigen Er- 
folges zu verknüpfen, und Lotze^) war der Meinung, daß nur diese 
Verbindung einen Sinn habe; mit derselben Berechtigung kann aber 
von der Wahrscheinlichkeit eines bereits realisierten, aber unbekannt 
gebliebenen Erfolges gesprochen werden, wiewohl er schon wirklich 
vorhanden ist oder war. Die beiden Fragen: „Aus der oben gedachten 
Urne wird eine Kugel gezogen werden; mit welcher Wahrscheinlich- 
keit wird die gezogene Kugel weiß sein?" und: „Aus der Urne ist 
(zu welcher Zeit immer) eine Kugel gezogen worden; welches ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß sie weiß war?" haben logisch ganz gleiche 
Bedeutung und sind auch in gleicher Weise zu beantworten. 

Der vorstehenden Erörterung lag die Annahme zugrunde, daß 
das Substrat des positiven Wissens, welches uns bezüglich der Materie 
zu Gebote steht und das bei der Wahrscheinlichkeitsbestimmung maß- 
gebend ist, im Laufe der Zeit unverändert, konstant bleibe. Es gibt 
aber auch Urteils materien, bei welchen jenes Substrat einer zeitlichen 
Änderung unterworfen ist; wenn solche Materien eine Wahrscheinlich- 
keitsbestimmung zulassen, so wird die Wahrscheinlichkeit eine Funktion 
der Zeit sein. Besteht z. B. das Substrat in physischen Körpern, 
welche ihren Zustand zeitlich ändern, und ist die Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung von dem Zustand abhängig, so wird auch sie einer zeit- 
lichen Änderung unterworfen sein. In einem früheren Beispiel ist 
von den beiden Möglichkeiten die Rede gewesen, welchen eine Person, 
die das Alter x erreicht hat, während eines Jahres ausgesetzt ist; an- 
genommen, es wäre möglich, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, 
daß sie dieses Jahr durchlebe, so ist anzunehmen, daß diese Wahr- 
scheinlichkeit für die gleiche Altersstufe zu einer andern Zeit eine 
andere sein werde; denn die Umstände, welche auf das Leben und 
Sterben zweifellos Einfluß üben (wie z. B. das Klima, die wirtschaft- 
lichen Verhältnisse, die hygienischen Einrichtungen), sind zeitlicher 
Änderung unterworfen. Die im vorigen Absatz aufgestellte Behauptung, 
daß der Wahrscheinlichkeitsbegriff mit zukünftigen wie mit vergangenen 
Realisierungen in Verbindung gebracht werden könne, bleibt von diesen 
Erwägungen unberührt. 

4. Der Zufall. Bei der Analyse des Urnenbeispiels haben wir 
neben einem positiven Wissen Umstände erkannt, die bei der Realisie- 
rung der allgemeinen Bedingungen, d. i. bei Ausführung eines Zuges, 
auftretend sich einzeln und im Zusammenwirken unserer Kenntnis 
entziehen und uns verhindern, die Notwendigkeit für das Eintreten 
oder für das Ausbleiben eines bestimmten Erfolges zu erkennen. Wenn 
wir den Erfolg oder das Ereignis, auf welches unser Interesse sich 



1) R. H. Lotze, Logik, 1893. 
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richtet, mit Rücksicht auf diese Umstände als ein zufälliges bezeichnen, 
so negieren wir damit die Notwendigkeit seines Eintreffens; und wenn 
wir sagen, sein Eintreffen hänge vom Zufall ab, so meinen wir hierunter 
das Zustandekommen einer solchen Verbindung der voneinander un- 
abhängigen Umstände, welche das Ereignis wirklich herbeiführt. Ist 
beispielsweise unser Interesse dem Erscheinen der weißen Kugel zu- 
gewandt, so bezeichnen wir es als zufällig, daß bei der uns un- 
bekannten Lagerung der Kugeln und der davon unabhängigen Be- 
wegung der Hand diese gerade die weiße Kugel erfassen sollte, und 
wenn wir ein solches Geschehen als durch den Zufall hervorgebracht 
erklären, so fassen wir den Zufall als ein gesetzlos Wirkendes im 
Gegensatze zu einem gesetzmäßig Wirkenden, einer Ursache, auf; aus 
der gesetzlosen Wirksamkeit des Zufalls erklären wir auch die Dw- 
regelmäßigkeit in einer Reihe von Erfolgen. 

Indessen ist die Vorstellung von dem Walten eines „blinden Zu- 
falls" unvereinbar mit unserer Überzeugung von dem kausalen Zu- 
sammenhange alles Geschehens, eine bloße Fiktion. Jedes Geschehen 
ist die Folge eines vorausgegangenen andern und die Veranlassung eines 
künftigen, und so ist aUes Geschehen nach dem Prinzip der Ursäch- 
lichkeit untereinander verbunden. Wenn eine Person wiederholt würfelt, 
so ist die Endlage eines Wurfs eine notwendige Folge der Endlage 
des vorigen Wurfs und der inzwischen dem Würfel erteilten Impulse 
und Bewegungen; für eine Intelligenz, die das alles zu durchschauen 
und nach seinen Wirkungen zu beurteilen vermöchte, wäre das Resultat 
nichts Ungewisses, Unbekanntes. Selbst bei den Würfen, die zwei 
verschiedene Personen ausführen, kann man nicht in aller Strenge 
von Unabhängigkeit reden, weil in der Art und Weise der mensch- 
lichen Bewegungen und den sonstigen Anordnungen etwas Gemeinsames 
gelegen ist. 

Mit dem Worte ZufaU soU also der kausale Zusammenhang nicht 
geleugnet, durch seinen Gebrauch vielmehr das ZugesiÄndnis gemacht 
werden, daß uns der Zusammenhang in dem betreffenden Falle über- 
haupt nicht erkennbar (Auftreten einer Epidemie und Sichtbarkeit 
eines Kometen) oder so verwickelt sei (wie etwa beim Würfeln), daß 
wir über seine bloße Konstatierung nicht hinauskommen. 

Es ist üblich, die in das Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie 
fallenden Ereignisse, Erscheinungen, Tatbestände dadurch allgemein 
zu charakterisieren, daß ihr Eintreffen oder ihre Existenz einerseits 
von bekannten und bleibenden und andererseits von unbekannten und 
wechselnden Umständen abhänge. Die Umstände der ersten Art be- 
zeichnet man als Ursa^chen, die der zweiten Art als Zufall 

Man bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsrechnung auch als „Theorie 
des Zufalls" und wiU damit einen Teil ihres Anwendungsgebiets kenn- 
zeichnen, solche Erscheinungen nämlich, bei denen wir den ursäch- 
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liehen Zusammenhang mit andern nicht anzugeben vermögen; nicht 
aber soll mit jener Bezeichnung gemeint sein, daß es sich um die Er- 
forschung des Unregelmäßigen, des Gesetzlosen, um es kurz zu sagen^ 
des Zufälligen im Verlaufe solcher Erscheinungen handelt. 

5. CHeiohmdgliche Fälle. Die Materien, auf welche sich die 
ersten Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung bezogen, hatten ihren 
Ursprung in Glücksspidenx in Würfel- und Kartenspielen, in Ziehungen 
Yon Nummern oder Kugeln verschiedener Farben aus Urnen u. dgl. 
Solche Materien sind für die Bildung von Wahrscheinlichkeiten typisch 
geworden, und zwar aus dem Grunde, weil hier das positive Wissen 
eine bestimmte leicht zu überblickende Struktur besitzt. Es läßt sich 
nämlich die Disjunktion bis zu sogenannten möglichen Fallen hin- 
fuhren, die zunächst nur in dem Sinne gleichartig sind, als sie eine 
weitere Disjunktion nicht zulassen und daher die einfachsten Glieder 
des disjunktiven Urteils darstellen. Nehmen wir das Beispiel mit der 
Urne wieder auf, welche eine weiße, zwei schwarze und drei rote 
Kuge^ enthält, so läßt sich zunächst eine Disjunktion nach den 
Farben bilden, deren Glieder aber insofern nicht gleichartig sind, als 
sich zwei davon weiter auflösen lassen, wenn man die Kugeln einer 
Farbe individualisiert; nach dieser Auflösung entstehen sechs mögliche 
Fälle, dargestellt durch die einzelnen Kugeln. Der Würfel, der auf 
den Tisch hingeworfen wird, bietet sechs mögliche Fälle dar, vertreten 
durch die mit verschiedenen Punktzahlen bezeichneten Seitenflächen. 
In einem Kartenspiel bilden die einzelnen Blätter die möglichen FäUe. 

Soll nun auf diese Disjunktion möglicher Fälle eine Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung gegründet werden, so muß bekannt sein, welcher 
Teil des Gesamtbereichs der Ausführungsmodalitäten jedem einzelnen 
Falle zugeordnet ist in dem Sinne, daß die spezielle Ausführung der 
allgemeinen Bedingungen, wenn sie in einen solchen Teil fällt, den 
befa-effenden Fall notwendig herbeiführt. Die einfachste Teilung des 
Gesamtbereiches ist nun die, daß den einzelnen Fällen gleiche Teile 
desselben zukommen. Die einzelnen Fälle heißen dann gleichmögliche 
FäUe] in jüngster Zeit sind dafür auch die Bezeichnungen „gleich- 
berechtigte^^^) und „gleichwertige'^^) FäUe, Annahmen u. dgl. ge- 
braucht worden. 

Eine für die Wahrscheinlichkeitstheorie fundamentale Frage geht 
nun dahin, auf welcher Grundlage über die Gleichmöglichkeit der 
FäUe entschieden werden soll. Um zur Beurteilung dieser Frage 
Stellung nehmen zu können, gehen wir zunächst auf die Erklärungen 
zurück, welche zwei Klassiker unseres Gegenstandes, Jacob Ber- 
noulli und Laplace, für die gleichmöglichen Fälle gegeben haben. 



1) J. V. Kriee, Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1886. 

2) Ch. Sigwart, Logik, II, p. 305. 
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Bernoulli^) erklärt die sechs Fälle, welche ein Würfel darbieten 
kann, für gleichmöglich, da „wegen der gleichen Gestalt aller Flächen 
und wegen des gleichmäßig verteilten Gewichtes des Würfels kein 
Grund dafür vorhanden ist, daß eine Würfelseite leichter als eine 
andere fallen sollte". Laplace*) umschreibt den Terminus „gleich- 
mögliche Fälle" das eine Mal mit den Worten, es seien Fälle, „über 
deren Dasein wir in gleicher Unwissenheit sind, und erklärt sie ein 
zweites Mal damit, man „habe Iceinen Grund zu glauben, einer der 
Fälle werde eher eintreten als die andern". 

Beide Erklärungen berufen sich auf das logische Prinzip des 
mangelnden Grundes j das hier zu folgendem Schlüsse benützt wird: 
Weil kein Grund erkennbar ist, der für eine ungleiche Bealisierungs- 
möglichkeit der Fälle sprechen würde, so werden diese als gleich- 
möglich erachtet. Indessen ist nicht zu übersehen, daß BernouUi 
in dem angeführten Beispiel wie auch an andern Stellen des zitierten 
Werkes nicht dieses Prinzip allein anwendet, sondern auch für die 
Gleichheit der Fälle Gründe anführt. 

Ein Prinzip, welches dem vorigen gegenüber den entgegengesetzten 
Standpunkt einnimmt, ist das des zwingenden Grundes, welches die 
Gleichmöglichkeit der Fälle nur dann auszusprechen gestattet, wenn 
dafür entscheidende, zwingende Gründe vorhanden sind. 

Diese beiden Prinzipe bezeichnen gewissermaßen die beiden ex- 
tremen Standpunkte, auf welche man sich bei der Beantwortung der 
oben formulierten Frage stellen kann; von der Wahl zwischen beiden 
hängt die Ausdehnung des Anwendungsgebietes der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung ab. 

Zur Erläuterung mögen einige Beispiele dienen. 

Weiß man von einer Urne bloß, daß sie nur weiße und schwarze 
Kugeln enthält, so* kennt man wohl die Disjunktion „weiß oder 
schwarz", über ihre Glieder herrscht aber im übrigen absolutes Nicht- 
wissen, was im Sinne der Laplac eschen Umschreibung als gleiches 
Nichtwissen ausgelegt werden kann, es besteht also auch kein Grund 
anzimehmen, daß der weißen Kugeln mehr oder weniger vorhanden 
seien als der schwarzen; folglich ist, wenn man den ersten Stand- 
punkt einnimmt, die Wahrscheinlichkeit eines jeden Disjunktionsgliedes 

mit Y anzusetzen. Der zweite Standpunkt gestattet diesen Ansatz 

nur dann, wenn das positive Wissen vorhanden ist, daß von jeder 
Farbe gleichviel Kugeln in der Urne sich befinden. 

Wird ein von sechs Flächen, welche durch aufgeschriebene 
Nummern voneinander unterschieden sind, begrenzter Körper hin- 



1) Ars conjectandi, 1713, p. 224 (Ostwalds Klassiker, Nr. 108, p. 88). 

2) Theorie analytique des probahilitäs (1812) p. 178—179. 
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geworfen, so besteht über die möglieben Fälle absolutes Nichtwissen, 
und es ist nach dem Grundsatz des mangelnden Grundes jedem die 

Wahrscheinlichkeit — zuzuschreiben. Das Prinzip des zwiugenden 

Grundes verlangt aber ein ganz bestimmtes positives Wissen über die 
physische Konstitution des „Körpers", wenn dieser Ansatz zulässig 
sein soll: es setzt die Würfelform und eine derartige Verteilung der 
Masse voraus, daß der Schwerpunkt mit dem geometrischen Mittel- 
punkt zusammenfällt. 

Der Fi-age gegenüber, welche Wahrscheinlichkeit es hat, daß ein 
Himmelskörper, z. B. der Sirius, Eisen enthalte, antwortet das eiste 
Prinzip, auf das völlige Nichtwissen über das ,ja*' und „nein" ge- 
stützt, mit Y* Das andere Prinzip wird es, eben mangels jeglichen 

positiven Wissens, ablehnen, eine Antwort zu geben. Ganz allgemein: 
Aus dem bloßen Urteüe: „Wenn J., so ist B oder nicht B" wird auf 
der einen Seite für die Aussage: „Wenn Ä, so ist 5" immer auf die 

^Wahrscheinlichkeit geschlossen, während die andere Seite ein 

solches Urteil nicht als Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
zuläßt. 

Diese Ausführungen sind wohl geeignet, dem zweiten Standpunkt 
den Vorzug zu geben, soll anders den Wahrscheinlichkeiten nicht 
bloß eine formale, sondern eine objektive Bedeutung zukommen, sollen 
sie der Ausdruck eines bestimmten Wissens und nicht ein bloßes 
Symbol für das Nichtwissen über eine XJrteilsmaterie sein. 

Indessen soll nicht verschwiegen werden, daß es in den selten- 
sten Fällen gelingen wird, die Gleichmöglichkeit in jener Strenge zu 
erweisen, wie es das Prinzip des zwingenden Grundes fordert. Man 
wird bezüglich einer Münze, eines Würfels, wenn sie noch so genau 
den an sie zu stellenden physischen Anforderungen entsprechen, wohl 
nie mit apodiktischer Gewißheit sagen können, daß für die einzelnen 
Seiten gleiche Realisierungsmöglichkeit bestehe. Wenn man trotzdem 
von gleichmöglichen Fällen spricht, so stützt man sich dabei bezüg- 
hch des Restes doch wieder auf das Prinzip des mangelnden Grundes: 
weil man keinen Grund hat, anzunehmen, daß die etwa vorhandene 
Abweichung gerade diese oder jene Seite begünstige, schreibt man 
den Seiten gleiche Realisierbarkeit zu. Daß dies aber ein ganz 
anderer Schluß ist als der bei dem „sechsflächigen Körper" gemachte, 
ist leicht zu erkennen; bei dem Spiel würfel, wenn er nicht auffällig 
von dem Typus des Würfels abweicht, wird die (wohl sicher vor- 
handene) Ungleichheit bezüglich der einzelnen Seiten keine erhebliche 
sein; bei jenem Körper von unbekannter Form imd Massenverteilung 
Icann sie aber sehr beträchtlich sein. Man kann im allgemeinen sagen, 
daß die über konkrete Urteilsmaterien aufgestellten Wahrscheinltch- 
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keiten mit den Ergebnissen einer materiellen Messung das gemein 
haben, innerhalb gewisser Grenzen unsicher zn sein; die jeweilige Weite 
dieser Grenzen (sofern es denkbar wäre, sie zu ermitteln) wäre ein 
Maß für die Sicherheit, Genauigkeit oder für den ErJcenntniswert^} 
der betreffenden Wahrscheinlichkeit. 

Für die Beurteilung des Möglichkeitsgrades der einzelnen Fälle 
ist jedoch das feste positive Wissen, welches man über dieselben hat, 
nicht allein maßgebend; es kommt vielmehr auch auf den Vorgang 
bei der Verwirklichung der allgemeinen Bedingungen an. Dieser muß 
so geartet sein, daß er jede Betätigung einer Absicht desjenigen, der 
die Ausführung vornimmt, auf die Begünstigung eines oder einer 
Gruppe von FäUen vollkommen ausschließt. Bei wiederholten Reali- 
sierungen muß, wenn dies so ausgedrückt werden darf, alles vorge- 
kehrt werden, was geeignet ist, allen einzelnen Fällen gleiche Ge- 
legenheit zu ihrer Realisierung zu gewähren. Wenn jemand mit einem 
„vollkommenen" Würfel einen „Wurf" derart ausführt, daß er dem 
Würfel erst eine bestimmte Lage gibt und ihn dann aus geringer 
Höhe auf den Tisch frei fallen läßt, so schließt dieser Vorgang die" 
Begünstigung des Erscheinens einer bestimmten Seite nicht aus, und 
man kann einer solchen Verwirklichung des „Werfens" gegenüber 
trotz der (vorausgesetzten) Vollkommenheit des Würfels den einzelnen 
Seiten nicht mehr gleichen Möglichkeitsgrad zusprecheu. Hiemach 
ist wohl zu erkennen, warum man bei dem Spiel „Wappen — Schrift^^ 
die Münze hoch emporschleudert, bei dem Würfelspiel den Würfel 
erst in einem Becher schüttelt und dann hinwirft, die Blätter eines 
Kartenspiels auf der Rückseite so gleichartig als möglich gestaltet 
und sie mischt, die Nummern oder Kugeln in einer Urne zwischen 
aufeinanderfolgenden Ziehungen durcheinander mengt usw. 

Die möglichen Fälle einer Urteilsmaterie scheiden sich in bezug 
auf einen bestimmten Erfolg oder auf ein Ereignis in solche, mit 
deren Verwirklichung der Eintritt des Erfolges verbimdeu ist — die 
günstigen Fälle — und in die übrigen, welche als die dem betreffenden 
Ereignis ungünstigen bezeichnet werden. Bei dem Urnenbeispiel (eine 
weiße, zwei schwarze, drei rote Kugeln) sind dem Erscheinen einer 
schwarzen Kugel zwei Fälle günstig und vier Eälle ungünstig. 

Mitunter gebraucht man für die günstigen Fälle auch die Be- 
zeichnung Chan^ien des Ereignisses. Indessen wird dies Wort in der 
Wahrscheinlichkeitstheorie mit wechselnder Bedeutung angewandt; so 
werden zuweilen die bleibenden bekannten Umstände, für welche im 
vorigen Artikel der Name Ursachen (der möglichen Erfolge) angeführt 
worden ist, auch Chancen genannt; nicht selten wird das Wort Chance 



1) Man vergleiche hierzu Kn Stumpf, 1. c, und die Kritik A. Meinongs 
über V. Kries' Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Gott. gel. Anz. 1890. 
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als Synonym für Wahrscheinlichkeit (insbesondere dann, wenn subjek- 
tiye Momente ausgeschlossen sind) gebraucht. 

6. Die Voraussetzimgen der Wahrsoheinllohkeitsreolmimg. 

Es wird sich empfehlen, am Schlüsse dieser grundlegenden Betrach- 
tungen das Operationsfeld der ^ahrscheinKchkeitsrechnung näher zu 
kennzeichnen. 

Die Wahrscheinlichkeitstheorie abstrahiert von dem kausalen Zu- 
sammenhange des Geschehens, stellt also die Hypothese rein zufälliger 
Ereignisse auf, womit zugleich die völlige gegenseitige UndbhängigkeU 
der Vorgänge supponiert ist, welche solche Ereignisse herbeifuhren. 
Sie nimmt femer bei den möglichen Fällen, mit welchen sie operiert, 
Gleichmöglichlceit an. 

Den aus diesen Prämissen durch logische Schlüsse abgeleiteten 
Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnimg kommt ebenso wie den Lehr- 
^tzen der andern Teile der reinen Mathematik Gewißheit zu. Es 
entsteht aber die Frage, ob ihnen auch irgendeine Bedeutung für die 
Wirklichkeit zukommt, da in dieser die gemachten Voraussetzungen 
niemals streng erfüllt sind. 

Auf diese Frage ist zunächst mit dem Hinweis auf andere Ge- 
biete der Wissenschaft zu erwidern. Die Geometrie geht beispiels- 
weise auch von Grundbegriffen aus, die nirgends vollkommen verwirk- 
licht sind, wie Punkt, Gerade, Ebene; von ihren Sätzen macht man 
aber trotzdem mit Erfolg Gebrauch bei Untersuchungen über die 
räumliche Anordnung der Materie. In jenen Wissenschaften, die auch 
mit den inneren Eigenschaften der Materie zu rechnen haben, geht 
die Abstraktion viel weiter; die Vorstellungen von der stetigen Er- 
füllung des Raumes durch Materie, von starren, vollkommen unelasti- 
schen, von vollkommen elastischen Körpern, von gewichtlosen, bieg- 
samen und nicht dehnbaren Fäden u. ä., deren man sich in der 
Mechanik bedient, um Probleme der mathematischen Behandlung zu- 
ganglich zu machen, die ohne solche Abstraktionen gar nicht in An- 
griff genommen werden könnten, sind Hypothesen, die sich nirgends 
streng verwirklicht finden. Und doch lehrt die tägliche Erfahrung, 
daß sich mit den Sätzen der Mechanik Probleme der Praxis in brauch- 
barer Weise behandeln lassen. Die Erfahrung ist auch das einzige 
Mittel, die Anwendbarkeit theoretischer Sätze auf die Wirklichkeit zu 
erproben; auf rein logischem Wege läßt sich darüber keine Entschei- 
dung treffen. 

Es ist also durchaus nicht ausgeschlossen, daß auch die Sätze 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung sich werden auf wirkliche Vorgänge 
anwenden lassen. Freilich könnte ein Zweifel in der Richtung be- 
stehen bleiben, daß, um bei dem Beispiel der Geometrie zu verbleiben, 
die Grundbegriffe hier durch Abstraktion aus der Wirklichkeit ge- 
wonnen sind, daß es also nicht überraschen könne, wenn die Sätze 
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sich in der Wirklichkeit mit größerer oder geringerer Annäherung 
bestätigt finden; wogegen die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits- 
theorie anscheinend freie Schöpfungen des Geistes sind. Dem ist aber 
in der Tat nicht so; auch diese Begriffe sind realen Ursprungs, näm- 
lich aus dem Bestreben hervorgegangen, die relative Häufigkeit des 
Auftretens bestimmter Spielergebnisse aus den Bedingungen des Spiels 
zu erklären. 

7. Deflnitioii der mathematlBcheii Wahrscheinlichkeit. 
Wenn das positive Wissen über eine Urteils materie die Auflösung der 
Möglichkeiten in eine zählbare Menge einzelner gleichmöglicher Fälle 
gestattet, so drückt sich die Wahrscheinlichkeit eines auf der Urteils- 
materie beruhenden Ereignisses als Quotient aus der Anzahl der ihm 
günstigen durch die Anzahl der gleichmöglichen Fälle aus. 

Durch die der Definition vorangestellten Worte ist schon ange- 
deutet, daß sie zur Erledigung nur eines bestimmten Teils von Fragen 
ausreichen werde. Die Definition wird daher im Verlaufe der Unter- 
suchungen Erweiterung und Ausgestaltung erfahren müssen. 

Indem wir ein Ereignis mit E bezeichnen, soll seine Wahrschein- 
lichkeit durch das Symbol SB(i?) ausgedrückt werden. Die Form der 
Funktionsbezeichnung erinnert daran, daß die Urteilsmaterie dem Er- 
eignis eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zuordnet. 

Ist also g die Anzahl der dem Ereignis E günstigen und m die 
Anzahl aller möglichen Fälle, so ist 

2B(-B) = i a) 

die Wahrscheinlichkeit von E, 

Eine solche zahlenmäßig bestimmte Wahrscheinlichkeit nennt 
man zum Unterschiede von dem allgemeinen Begriff der Wahrschein- 
lichkeit als Gegensatz der Notwendigkeit wohl auch eine mathematische 
Wahrscheinlichkeit. 

Die Methode, welche in der obigen Definition ihren Ausdruck 
findet, bezeichnet man als eine Wahrscheinlichkeitsbestimmung a priori. 
Mitunter wird diese Bezeichnung^) auch auf die Wahrscheinlichkeit 
selbst übertragen und dann von einer „Wahrscheinlichkeit a priori^' 
oder von einer „apriorischen Wahrscheinlichkeit" gesprochen. 

Das Zahlengebiet, auf welchem sich in solcher Weise bestimmte 
Wahrscheinlichkeiten bewegen, ist das der (positiven) echten Brüche, 
also der rationalen Zahlen aus dem Intervall (0, 1) mit Ausschluß 
der Grenzen; denn diese Grenzen charakterisieren eine Notwendigkeit 

1) Dieselbe ist in diesem Zusammenhange zuerst von Jacob Beinoulli, 
Ars conjectandi, p. 224 (Ostwalds Klassiker Nr. 108, p. 89), gebraucht worden. 
Über die zweite Methode, von ihm „Wahrscheinlichkeitsbestimmung a posteriori" 
genannt, handelt der m. Abschnitt. 
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oder Gewißheit^ die untere, aus g =^0 entspringend, drückt die Not- 
wendigkeit des Nichteintreffens, die obere, aus g =^ m hervorgehend, 
die Notwendigkeit des Eintreffens von E aus. Eine zutreffende geo- 
metrische Darstellung der Wahrscheinlichkeiten und der Notwendig- 
keit böte eine Kreislinie vom Umfange 1 dar: ein Punkt derselben 
wäre das Bild der Notwendigkeit, zur einen Seite (0) des Nichtein- 
treffens, zur andern Seite (1) des Eintreffens. 

Die g' = m — g Fälle, welche nach Ausscheidung der günstigen 
verbleiben, nennt man in bezug auf das Ereignis E ungünstige Fälle 
und die Verwirklichung eines derselben ein dem E entgegengesetztes 
Ereignis E (gleichbedeutend mit dem Nichteintreffen von E). Seine 

Wahrscheinlichkeit SS3(J5) ist durch den Bruch — gegeben, also 



m — g 
woraus 



28(^0 =^-=-^-^=l-2B(^), 



2B(£) + 2B(£) = 1 (2) 

folgt, so daß zwei entgegengesetzte Ereignisse Wahrscheinlichkeiten 
besitzen, die sich zur Einheit ergänzen. Von dieser Beziehung wird 
zuweilen vorteilhafter Gebrauch gemacht, wenn die Berechnung von 
^{E) sich leichter gestaltet als die des fraglichen SB(-B). 

Sind jBj, E^'" E^ Ereignisse, welche im Bereiche der Möglichkeit 
hegen und einander ausschließen; entsprechen unter den m möglichen 
Fällen diesen Ereignissen beziehungsweise g^y g^, '" gn günstige Fälle, 
so folgt aus 5^1 -f ^2 H \-9n= ^? daß 

m{E,) + 2B(i?2) + • • • + aB(^j = 1. (3) 

Diese Gleichung ist eine Erweiterung der Gleichung (2) und be- 
sagt, daß die Wahrscheinlichkeiten einer Reihe einander ausschließen- 
der Ereignisse die Summe 1 ergeben. 

8. Bedeutung der Wahrscheinlichkeit. Wenn sie es auch 
nicht deutlich ausgesprochen, so haben doch schon die ersten Schrift- 
steller auf imserem Gebiete unter der Wahrscheinlichkeit ein Maß für 
die Berechtigung einer Erwartung oder Vermutung verstanden. Jacob 
Bernoulli hat diese Auffassung schon durch den Titel zum Aus- 
druck gebracht, den er seinem berühmten Werke gab: Ars conjectandi,. 
d. i. Vermutungskunst. Die neuere philosophische Forschung hat sich 
dieser Deutung angeschlossen, v. Kries^) erkennt es als charakte- 
ristische Eigentümlichkeit einer Wahrscheinlichkeitsaussage, daß sie 
die mehr oder minder große Berechtigung einer Erwartung angebe, 
wenn auch jedesmal die Nichterfüllung derselben als möglich erscheint. 
Stumpf*) weicht hiervon nur insofern ab, als er von einer vernünf- 

1) 1. c, p. 21 und 285. 2) 1. c. r^ i 
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tigen Erwartung gesprochen wissen will, womit gesagt sein soll, daß 
bei der Bildung der numerischen Wahrscheinlichkeit nur Vemunft- 
gründe und nicht auch seelische Affekte zu Worte kommen sollen; 
wie man erkennt, kann diese Bemerkung sich nur auf subjektive Wahr- 
scheinlichkeitsschätzungen beziehen. Das Wort Erwartung ersetzt er 
durch Vermutung, um der Vorstellung vorzubeugen, als ob es sich 
immer nur um Zukönjftiges handelte. 

Einen materiellen Ausdruck findet die Auffassung der Wahr- 
scheinlichkeit als eines Erwartungsmaßes in der seit jeher üblichen 
Darstellung des Wahrscheinlichkeitsverhältnisses in Form einer Wette. 
Von dem Grundsatze ausgehend, die Einsätze in einer Wette müßten 
proportional sein der Stärke der Erwartung, daß das von dem ein- 
zelnen an der Wette Beteiligten bezeichnete Ereignis eintreffen werde 
oder eingetroffen sei, hat man die Wahrscheinlichkeit eines Ereig- 
nisses, dem g Fälle günstig und g' Fälle zuwider sind, mit den Worten 
gekennzeichnet: es sei g gegen g' auf das Eintreffen des Ereignisses 
zu wetten. 

Nicht immer richtig ist das Verhältnis zwischen der verschiedener 
Grade fähigen Wahrscheinlichkeit und der absoluten Notwendigkeit 
oder Gewißheit beurteilt worden. Jacob Bernoulli^) bezeichnet die 
Wahrscheinlichkeit als einen Grad der Gewißheit und schreibt einem 

3 

Ereignis von der Wahrscheinlichkeit -^ den entsprechenden Bruchteil 

der Gewißheit zu*, den gleichen Standpunkt hat auch noch der erste 
deutsche Philosoph, der sich mit der Kritik der Prinzipien der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung befaßte, J. J. Fries*), eingenommen. Auch 
bei Laplace®) findet sich eine Stelle, die hieran anklingt; an die 
Bemerkung, daß die Wahrscheinlichkeit sich in Gewißheit verwandle 
und ihr Ausdruck die Einheit werde, wenn alle Fälle dem Ereignis 
günstig sind, knüpft er die Worte an, daß unter diesem Gesichts- 
punkte Gewißheit und Wahrscheinlichkeit vergleichbar seien; durch 
den weiteren Zusatz aber, daß ein wesentlicher Unterschied zwischen 
den beiden Zuständen des Geistes bestehe, wenn ihm eine Wahrheit 
streng bewiesen ist, oder wenn er noch eine kleine Quelle des Irrtums 
wahrnimmt, läßt er schon den richtigen Standpunkt durchblicken, auf 
den vor ihm schon Condorcet*) sich gestellt hat und den die neuere 
Philosophie behauptet: Wahrscheinlichkeit und Gewißheit (oder Not- 
wendigkeit) sind Dinge wesentlich verschiedener Natur, und es gibt 
keine Brücke, die von der einen zur andern geschlagen werden 



1) Ars conjectandi, p. 211 (Ostwalds Klassiker Nr. 108, p. 72). 

2) Versuch einer Kritik der Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
1842, p. 15. 

3) Theorie analyt. d. probab. (1812) p. 179. 

4) Essai sur Tapplication de Vanalyse ä la prob. etc. 1785. 
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konnte.^) Damit sind auch die mannigfachrai Versuche ihrem logischen 
Werte nach gekennzeichnet, welche unternommen worden sind, um 
Zwischenglieder oder Übergänge zwischen Wahrscheinlichkeit und Qe- 
wißheit einerseits und Unmöglichkeit andererseits herzustellen. So unter- 
scheidet schon Jacob BernouUi^) zwischen absoluter und moralischer 
Gewißheit tmd Unmöglichkeit; unter letzteren sehr hohe, beziehungs- 
weise sehr niedrige Grade von Wahrscheinlichkeit verstehend. Ahn- 
liche Begriffsbildungen, welche gegen die fimdameniale Erkenntnis 
verstoßen, daß ein Ereignis von einer der Einheit noch so nahen 
Wahrscheinlichkeit nicht eintreffen muß imd ein Ereignis von noch so 
kleiner Wahrscheinlichkeit eintreffen kann, finden sich später b^i 
D'Alembert*), Buffon*), De Morgan^) unter den Namen praktische 
Gewißheit, physische Unmöglichkeit u. dgl. 

9. Literatur. Die ersten Probleme der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung betrafen Glücksspiele und bezogen sich auf die mathemati- 
sche Seite des Gegenstandes. Auf seine philosophische Seite ist Jacob 
BernouUi im vierten Teile seiner „Ars coiyectandi^' 1713 (Ostwalds 
Klassiker Nr. 107 u. 108) zuerst des näheren eingegangen und hat 
zugleich zu zeigen sich bestrebt, daß die Anwendbarkeit und Bedeu- 
tung der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht bei den Glücksspielen 
aufhöre, sondern tief eingreife in viele Gebiete des praktischen Lebens. 
Laplace, dessen „Theorie analytique des probabilites'^ (1812, 1814, 
1820; ges. Werke VIl, 1886) ein Hauptwerk über unseren Gegenstand 
bildet und zugleich einen gewissen Abschluß seiner theoretischen Grund- 
legung bedeutet, hat sich in erster Linie der Ausbildung der mathe- 
matischen Seite imd den Anwendungen zugewendet und ist weder hier 
noch in der ausdrücklich als „Essai philosophique des probabilites'^ 
bezeichneten Schrift, welche dem vorhin genannten Werke von der 
zweiten Auflage an als ,y[ntroduction" vorangestellt ist (deutsch von 
Tönnies 1819 und von N. Schwaiger 1886), auf die prinzipiellen 
Fragen ausführlich eingegangen. Unter den Franzosen war es vor- 
nehmlich Cournot, welcher in seiner „Exposition de la theorie des 
chances et des probabilites^' 1843 (deutsch von H. Schnuse, 1849) 
«ich diesen Fn^en zuwandte und zur tieferen Begründung der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie beitrug. Fast zur selben Zeit (1842) ließ der 

1) R. Lämmel, Untersuchungen über die Ermittlung von Wahrscheinlich- 
keiten (Inaug.-Dissert. 1904), p. 44-46 übt Kritik an dieser Auffassung und sieht 
mathematisch 1 und als „Grenzwerte der Wahrscheinlichkeiten" an; Sicherheit 
ist für ihn nur maximale Wahrscheinlichkeit (eine recht unklare Definition). Ich 
kann mich seiner Anschauung nicht anschließen und möchte darauf hinweisen, 
daß es zum Wesen des Grenzwertes gehört, daß er nicht erreicht wird. 

2) Ars coigectandi, p. 211 (Ostwalds Klassiker Nr. 108, p. 73). 

3) Reflexions sur le calcul des probab. Opusc. math^m. II, 1761. 

4) Essai d'Arithmetique morale. Suppl. Hist. Natur. IV, 1787. 

6) Encycl. Metropol. II, Artikel „Theory of probability**, 1846, p. 396. 
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deutsche Philosoph J. J. Fries seinen „Versuch einer Kritik der Prin- 
zipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung'' erscheinen^ worin er sich gleich 
Gournot gegen die bis dahin geübte rein formale oder logische Be- 
handlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung wendet. Ein neueres fran- 
zösisches Werk, J. Bertrands „Calcul des Probabilites", 1889, widmet 
der philosophisch-kritischen Seite des Gegenstandes eine umfangreiche 
Einleitung, die sich namentlich mit einzelnen Anwendungsgebieten be- 
^faßt und in ihren Schlußfolgerungen zu einer wohl allzuweit gehenden 
Einschränkung des Geltungsbereiches führen würde. Das Verhältnis 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu dem hypothetisch-disjunktiven Ur- 
teil hat Ch. Sigwart in seiner ,^ogik'' (IL Bd., 1878, 1893) klar- 
gelegt und dadurch ihre Stellung im System der Logik gekennzeichnet. 
Aus der jüngsten Zeit stammen drei bemerkenswerte Arbeiten, 
die sich mit der philosophischen Kritik der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung ausschließlich befassen, die mathematische Seite völlig beiseite 
lassend oder jedenfalls in zweite Linie stellend. Die Broschüre A. Ficks, 
betitelt „Philosophischer Versuch über die Wahrscheinlichkeiten", 1883, 
geht auf das Wesen der Bildung von Wahrscheinlichkeiten ein, ist 
aber zu allgemein gehalten, um eine für die praktische Ausführung 
geeignete Richtschnur zu geben. Am tiefsten geht auf alle hierher 
gehörigen Fragen J. v. Eries in seiner ausführlichen Schrift über 
„Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Eine logische Unter- 
suchung'^ 1886 ein; ihm handelt es sich vor allem um Feststellung 
der Bedingungen für eine begründete WahrscheinlichkeitsaufsteUung, 
femer um eine Prüfung der bisher von der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
gemachten Anwendungen daraufhin, wieweit hier jene Bedingungen 
vorhanden sind, und um die Betonung der objektiven Bedeutung auf 
richtiger Grrundlage berechneter Wahrscheinlichkeiten; auf das X. Kapitel 
dieses Buches muß an dieser Stelle besonders hingewiesen werden, 
weil es die geschichtliche Darstellung der philosophischen Grundli^en 
der Wahrscheinlichkeitstheorie und eine Kritik der hierher gehörigen 
Versuche unternimmt. In teilweisem Gegensatze zu der Auffassung 
V. Kries, welche vermöge ihrer strengen Forderungen geeignet ist, 
den Anwendungsbereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung einzuschrän- 
ken, steht C. Stumpf in seiner 1892 in den Sitzungsberichten der 
philosophischen Klasse der bayrischen Akademie veröffentlichten Ab- 
handlung „Über den Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit", 
indem er sich auf das Prinzip des mangelnden Grundes stützt und die 
Zulässigkeit einer Wahrscheinlichkeitsaufstellung an viel weiter ge- 
faßte Bedingungen knüpft. Goldschmidts Schrift: „Die Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Versuch einer Kritik" 1897, die sich zum Teil als 
eine Kritik der beiden vorgenannten Arbeiten darstellt, läßt an man- 
chen Stellen die nötige Schärfe der Auffassung und Bestimmtheit des 
Ausdrucks vermissen. Sehr beachtenswerte Ausführungen zu den 
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Gnmdlageii der Wahrscheinliclikeitstbeorie enthält das 1906 erschienene 
Buch von H. Bruns: „Wahrscheinlichkeitsrechnung und Eollektiymaß- 
lehre^^ auf das wir in anderem Znsammenhange noch za sprechen 
kommen werden. 

§ 2. Direkte Wahrschelnliclikeltsbestimmnng. 

lO. Bildung und Z&hlung der möglichen und gftnstigen 
Fftlle. Die Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit auf Orund der in 
Nr. 7 aufgestellten Definition setzt voraus ^ daß sich aus den Bedin- 
gmigen des Problems eine Gesamtheit gleichberechtigter und inner- 
halb dieser die Gesamtheit der dem betreffenden Ereignis günstigen 
Fälle konstruieren lasse; mit der Zählung dieser Gesamtheiten ist das 
Problem gelöst. Die Bildung der Fälle ist ein kombinatorischer Prozeß, 
dessen richtige Durchführung eine scharfe Zergliederung der Bedin- 
gungen der Aufgabe erfordert. Hiermit hängt die Tatsache zusammen, 
daß die Kombinatorik, welche später zu einem selbständigen Zweige 
der reinen Mathematik sich entwickelt hat, mit der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung zugleich ihren Anfang genommen und von ihr die 
ersten Aufgaben empfangen hat.^) Die Kombinatorik lehrt einerseits 
die systematische Bildung von Komplexionen gegebener Elemente, die 
bestimmten Bedingungen zu entsprechen haben, und befaßt sich 
andererseits mit der Zählung dieser Komplexionen. 

U. Formeln der Kombinatorik. Die kombinatorischen Grund- 
operationen sind die Bildung von Permutationen, Kombinationen und 
Variationen. 

Eine Reihe von n verschiedenen Elementen permutieren heißt, dieser 
Reihe alle möglichen Anordnungen geben; die Anzahl der Permuta- 
tionen ist durch 

1 • 2 • 3 • • • w, symbolisch w!, 

gegeben. Sie vermindert sich, wenn sich unter den Elementen a gleiche 
Elemente befinden, auf 



1) Pascal, der sich mit Fermat in den Ruhm der Begründung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung teilt, hat in seinem „Trait^ du triangle arithm^ti- 
qne'* (1665) die erste bedeutendere Arbeit über Kombinatorik geliefert. Fast um 
dieselbe Zeit schrieb Leibniz seine ,,DiBsertatio de arte Gombinatoria'* (1666) 
und handelte Wallis in seinem ,,Treatise of algebra^^ (1685) in einem besonderen 
Kapitel über den Gegenstand. Das erste umfassende Werk über Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, Jacob Bernoullis posthume „Ars conjectandi", 1718, acht Jahre 
nach des Verfassers Tode von seinem Neffen Nikolaus I. Bernoulli heraus- 
gegeben, bringt in seinem zweiten Teile auch die erste systematische Darstellung 
der „Permutations- und Kombinationslehre*^; von J. Bernoulli stammen auch 
einzelne der heute in der Kombinatorik üblichen Benennungen. 

?*itizedby Google 
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und sie vermindert sich weiter auf 

n! 

wenn außer den a gleichen Elementen einer Art noch b gleiche Ele- 
mente einer andern Art sich vorfinden usw. 

Eine Reihe von n Elementen zur r-ten Klasse ohne Wiederholung 
Jcofnbimeren heißt, sie auf alle möglichen Arten in Gruppen von je 
r Elementen zusammenstellen derart, daß ein Element in einer Gruppe 
nur einmal vorkommt; auf die Anordnung der Elemente innerhalb 
einer Komplexion kommt es dabei nicht an. Die Anzahl der Kombi- 
nationen ist 

und kann durch Fakultäten ausgedrückt werden, indem auch 

(n\ n! 
r) ""r!(n — r)! 

ist. Die Klassenzahl ist durch die Elementenzahl beschränkt^ indem 
r ^n sein muß. 

Eine Beihe von n Elementen zur r-ten Klasse mit Wiederhclung 
kombiniereri heißt, auf alle möglichen Arten Gruppen von r Elementen 
bilden mit der Maßgabe, daß ein und dasselbe Element in einer Kom- 
plexion mehrmal und selbst r-mal sich wiederholen kann; auf die An- 
ordnung der Elemente innerhalb einer Komplexion kommt es nicht 
an. Die Anzahl solcher Kombinationen ist 

und durch Fakultäten ausgedrückt: 

(n + r-l)! 
r!(n — 1)! 

Die Klassenzahl ist hier unbeschränkt. 

Aus einer Reihe von n Elementen Variationen ohne Wiederholung 
zur r-ten Klasse bilden heißt, auf alle Arten und in allen möglichen 
Anordnungen Gruppen von je r verschiedenen Elementen bilden. Die 
Anzahl derartiger Komplexionen ist 

n{n-l)..-{n-r+l) = r\Q, 
durch Fakultäten ausgedrückt: 



Die Klassenbildung ist durch die Elementenanzahl beschränkt. Die 
Variationen der obersten, w-ten, Klasse fallen mit den Permutationen 
der Elemente zusammen. 
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Aus einer Reihe von n Elementen Variationen mit Wiederholung 
der r-ten Klasse bilden heißte anf alle möglichen Arten und in allen 
Anordnungen Gruppen von je r Elementen bilden, worunter sich 
gleiche Elemente selbst bis zur Anzahl r befinden können. Die An- 
zahl dieser Kompleidonen ist 

und die Klassenbildung ist unbeschranki 

Mit einer von Krampf) stammenden Bezeichnung für Produkte 
aufeinander folgender natürlicher Zahlen, wonach ftir das Produkt 
n{n — 1) • • • (w — r + 1) das Symbol w*"/-* oder auch das Symbol 
{n — r + ly^^ gebraucht wird, läßt sich 

n\ auch in der PorD(i 1*^^ 
in der Form '"' 



alhl la/ijft/i 

in der Form 







ir/l 



USW. schreiben. 

Bemerkenswert und wichtig ist der Umstand, daß sich die An- 
zahlen der yerschiedenen Arten von Komplexionen, bis auf die Varia- 
tionen mit Wiederholung, durch Fakultäten darstellen lassen. Dem- 
nach würde man fär praktische Zwecke mit einer Tafel der Fakul- 
täten das Auskommen finden.^) Indessen wachsen die Fakultäten mit 
der Zahl n sehr rasch an und werden bei sehr großem n physisch 
unberechenbar; um so weniger wären Rechnungen mit mehreren Faknl- 
laten großer Zahlen direkt zu bewerkstelligen. Während die Fakul- 
täten der zehn ersten Zahlen noch innerhalb mäßiger Grenzen sich 
bewegen — es ist 

1!=1, 21 = 2, 31-6, 4! = 24, 51 = 120, 

6! = 720, 7! = 5040, 81 = 40320, 91 = 3628801 10! -= 3,628800 

— , ist die Faktorielle von 20 eine neunzehnziffrige Zahl: 

20! = 2,,,432902„008176,640000 

und die Fakultät von 30 schon dreiunddreißigzifirig: 

30! = 265,„,,252859„„810729,„458636„308480,000000. 



1) Chr. Kramp, J^lements d'Arithm., 1808. 

2) Unter dem Titel ,,Tabularum ad faciliorem probabilitatis computationem 
ntilem Enneas^^ hat (1824) C. F. Degen die zwölf stelligen Logarithmen aller ti! 
von « :=» 1 bis n s=: 1200 herausgegeben. Eine sechsstellige Tafel gleichen Um- 
langes ist A. de Morgans Artikel „Theory of Probabilities" in der Encycl. 
Metropol. vol. n (184Ö) beigefügt. 
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12. Die Formel von Stirling. Für die mathematische Aus- 
bildung der Wahrscheinlichkeitstheorie bedeutete es einen großen 
Fortschritt, als es gelang, eine Funktion zu finden, welche den Wert 
der Fakultät einer großen Zahl angenähert gibt und rechnerisch leicht 
zu handhaben ist. De Moivre*) hat den Weg hierzu angegeben 
und war zu einem Resultate gelangt, in welchem ihm nur noch die 
Natur einer in Form einer unendlichen Reihe dargestellten Eonstanten 
unbekannt blieb; dieser vollendende Schritt gelang Stirling*), nach 
welchem später die betreffende Näherungsformel benannt worden ist. 

Zum Zwecke ihrer Ableitung gehen wir von der Tatsache aus, 
daß sich n\ durch ein Eulersches Integral zweiter Gattung, durch 
eine Gammafunktion darstellen läßt. Es ist nämlich 



n\^ jx'^e'-^dx, (1) 



Gelingt es, für das Integral einen angenäherten Wert zu finden, so 
ist dadurch das angestrebte Ziel erreicht. Dazu ist vor allem not- 
wendig, die Natur der Funktion 

welche unter dem Integralzeichen steht, näher kennen zu lernen. Diese 
innerhalb der Integrationsgrenzen beständig positive Funktion hat für 
x^O den Wert 0, nähert sich mit beständig wachsendem x der Grenze 
Null und erlangt an der Stelle, welche sich aus der Gleichung: 

f{x) = a;'»-ie-*(w — x)^0 

ergibt, das ist für x^n, ihr Maximum: 

/•(n)=:w'»e-». (2) 

Von diesem Maximum fällt sie sehr rasch ab und erlangt z. B. an der 
Stelle x^2n den Wert 

der ein um so kleinerer Bruchteil ihres größten Wertes ist, je be- 
trächtlicher n. So ist: 

für w = 10 f(n) = 453999,3 f{2n) = 0,046 489 .. • f{n) 

= einer 18-ziffr. Zahl „ - 0,002 161 •• • f{n) 

216127,, ... 
= einer 32-ziffr. Zahl „ = 0,000 10 • . • f{n) 

19,,„2665... 

= einer 157-ziflT. Zahl „ = 0,000 000 000 000 047 -. • /•(«). 
3(26)72007... 

1) A. de Moivre, The Doctrine of Chances (1718, 1788, 1766). -- Miscel 
lanea Analytica (1730). 

2) J. Stirling, Methodus difFerentialia (1730). 
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Der typische Verlauf der Funktion ist aus der Fig. 1 ersichtlich, in 
welcher jedoch die Ordinaten gegenüber den Abszissen in 10000-facher 
Verkürzung dargestellt sind; sie entspricht dem Fall » = 10. 

Dies vorausgeschickt^ führen wir in 
dem Integral (1) eine neue Variable t 
mit Hilfe der Substitution 

afe-'^^f{n)e'^ (3) 

ein; x wird das Intervall (0, oo) durch- 
laufen, während t beständig wachsend 
von — oo bis oo fortschreitet, so daß 
zmiächst gelten wird: 



oo 



(4) 



dx 




Um den Differentialquotienten -^ 

zu finden, werde eine neue Hilfsvariable | 
mittels der Gleichung 

x^n + i 

eingeführt, welche bestöndig wachsend 
das Intervall (— w, oo) durchläuft, während 
X auf seinem Gebiete (0, oo) stetig sich 
ändert; zugleich ist 

dt ^ dt' 
Aus der Gleichung (3) wird dadurch mit Rücksicht auf (2) 

{n + |)''e-«-^=-n~e-*ß-''. 



(5) 



woraus 



und weiter 



>-<»: 



(^+1) 



IWri 



^-|-nl(l+l) 



folgt. Entwickelt man den Logarithmus in eine Reihe, so ergibt sich 
für i^ die Darstellung: 



<'-il- 



I' 



V 



2n 8n' "'' 4n» 
Wählt man umgekehrt | in der Fonn 



(6) 
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— wobei ein von t freies Glied fortgelassen wurde, weil | mit t zu- 
gleich verschwindet — , so ergeben sich darch Einsetzung dieses Aus- 
drucks bei Anwendung des Satzes der unbestimmt^i Koeffizienten zur 
Bestimmung von a^, a^y ... die Gleichungen: 



2n 




ai = V2n 


«1«« < — () 
n 3n'~" 


woraus 


2 
a,--3 






V2w 



daß für a^ die positive Wurzel zu nehmen ist, folgt aus der Be- 
merkung, daß (-jrj = a^ positiv sein muß, da | mit t beständig 

wächst. 

Die Gleichung (4) geht nun über in 

n\ =« f(n) ie-^(a^ + 2a^t + %a^t^ + . . .) dt, 



und da 



je-*' dt ^Y% 
Jte-^dt =0 

— oo 



so erhält man nach Einsetzung dieser und der Werte von a^, Oj,, ... 
n\ = «-c-»y2ä^ (1 + -L. + . . .) . (7) 

Dies ist die auf Glieder von der Ordnung — - abgekürzte Stirlingsche 

Formel. Auf einen Punkt in ihrer Ableitung muß hingewiesen 
werden. Die Entwicklung (6) ist nur so lange konvergent, als 

— < 1, also I in dem Intervall (— n, w), a; in dem Intervall (0, 2n) 

und t in dem zugeordneten Intervall (— oo, ^J verbleibt; die später 
vollzogene Integration erstreckt sich aber auf das ganze Gebiet 
(0, (X>) von x^ respektive (— oo, oo) von ^; dies hat zur Folge, daß die 
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Reihe in (7) divergent wird. Nichtsdestoweniger ist sie zur näherangs- 
weisen Berechnung von n! geeignet; der Grund li^t in der eingangs 
hervorgehobenen Tatsache, daß die Funktion f(x) in dem Intervall 
(0, 2n) Werte annimmt, welche alle übrigen in um so höherem Maße 
überschreiten, je größer n ist. 

Für die Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung genügt es fast 
durchwegs, die Stirlingsche Formel in der weitergehenden Abkürzung 

w.I = n«e-«"|/2?tn (8) 

zu verwenden, in welcher die rechte Seite immer einen zu kleinen 
Wert für die links stehende Fakultät liefert. 

um die Natur dieser merkwürdigen Näherungsformel erkennen 
zu lassen und zu zeigen, daß sie schon bei mäßigen Werten von n 
gut verwendbar ist, fähren wir die folgenden Beispiele an: Es ist 

10! «3 628 800 



10iOg-ioy20;r =^3598 699 

Differenz = 30101 - 0,008 ... des richtigen Wertes; 

20! = 2,,,432902„008176,640000 

20^^-^/40^=» 2,,,422786,,385510,400000 

die Differenz = 10115^,622666^40000 

macht 0,004 ... des richtigen Wertes aus; 
30! = 265,,„,252859,,„ . . . 



30^6-«^T/6Ö^^ 264,,,,,517093,,,, . . . 

Differenz =^ 735766,,,, . . . = 0,0028 . . des richtigen 

Wertes. 

D^ absolute Fehler, den man bei Anwendung der Formel (8) begeht, 
wächst also mit n ins Ungeheure, der relative Fehler aber nimmt mit 
wachsendem n ab und ist selbst bei n »= 10 so klein, daß er für 
pnJctische Zwecke fast ausnahmslos außer Betracht bleiben kann. 

18. Beispiel I. Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß bei 
eweimaiigem Aufwerfen einer Münise Wappen erscheint 

Bezeichnet man die Wappenseite mit W, die Schriftseite mit 5, 
so kann das Ergebnis zweier Würfe einer der Fälle sein: 

TT TT; TTfif; ÄTT; SÄ; 

da drei dieser Fälle dem erwarteten Ereignis günstig sind, so ist 
dessen Wahrscheinlichkeit 



2B(T7) = 4 



Digitized by VjOOQIC 



26 Erster Teil. Wahrscheinlichkeitgtheorie. 

In anderer — unrichtiger — Weise faßte D'Alembert^) die 
Aufgabe auf; mit dem Hinweise, daß, sofern Wappen im ersten Wurf 
fällt, das Spiel beendet und der zweite Wurf unnötig sei, setzt er 
die Falle 

TT; SW-, SS 

und rechnet die Wahrscheinlichkeit mit ^i ^^^ ^^^ erste Fall nicht 

gleichwertig den beiden andern ist, gab D'Alembert nicht zu. 

14. Beispiel H. Es ist die WahrscheitduMeit eu ermittdn, daß 
man mit zwei Wikfdn eine bestimmte Summe treffen werde. 

Die möglichen Fälle werden durch die 6^ = 36 Variationen mit 
Wiederholung gebildet, welches die sechs Elemente 1, 2, ... 6 
zulassen. 

Von diesen fiihrt je eine (1, 1; 6, 6) die Summen 2 und 12 
herbei; je zwei (1, 2; 2, 1; — 5, 6; 6, 5) ergeben die Summen 3 
und 11; je drei (1, 3; 2, 2; 3, 1; — 4, 6; 5, 5; 6, 4) die Summen 
4 und 10; je vier die Summen 5 und 9; je fünf die Summen 6 imd 8 
und sechs (1, 6; 2, 5; 3, 4; 4, 3; 5, 2; 6, 1) liefern die Summe 7. 
Wird also mit W(s) die Wahrscheinlichkeit der Summe s bezeichnet, 
so ist 

2B(2) = 3B(12)=i^; aö(3)=3B(ll) = ^; 30(4)= 38(10) = ^; 

aB(5) = a8(9)=|; aB(6)=SB(8) = A; a8(7)=|. 

Wenn Leibniz^ der Summe 11 nur einen und der Sunoime 7 
drei Fälle zuschrieb, so schwebten ihm die Kombinationen mit Wieder- 
holung als Vertreter der gleichmöglichen Fälle vor, und diese Auf- 
fassung ist irrig; denn während z. B. der Fall 6, 6 nur auf eine Art 
zustande kommen kann, sind für 5, 6 zwei Entstehungsweisen möglich, 
indem sich die beiden Würfel in die Nummern 5, 6 auf zwei Arten 
verteilen können. 

16. Beispiel XU. Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, idaß mit 
drei Würfeln die Summe 9, beziehungsweise 10, 11, 12 fallen werde. 

Wie im vorigen Beispiel sind die möglichen Fälle durch die 
Variationen mit Wiederholung der Elemente 1, 2, . . . , 6 dargestellt, 
deren Anzahl, da es sich nun um drei Würfel handelt, 6* = 216 ist 

Die Entstehungsarten der bezeichneten Summen sind die folgenden: 



1) Artikel „Croix ou Pile" in der „Encyclop^die" (1764). 

2) Dissertatio de Arte Combinatoria (1666). 
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Summe 9: Fälle: Summe 10: Fälle: Summe 11: Fälle: Summe 12: Fälle: 



126 


6 


136 


6 


146 


6 


156 


6 


135 


6 


145 


6 


155 


3 


246 


6 


144 


3 


226 


3 


236 


6 


255 


3 


225 


3 


235 


6 


245 


6 


336 


3 


234 


6 


244 


3 


335 


3 


345 


6 



333 J_ 334 _£ 344 3 444 1 

25 27" 27 25" 

Wiewohl sich füf jede dieser Summen, wenn man bloß auf die Größe der 
Summanden acntet^ sechs Entstehungsarten ergeben, so repräsentieren 
diese doch nicht auch gleichmogliche Einzelfälle; so kann die Ver- 
bindung 333 aus der ersten Kolonne nur auf eine Art, die Verbindung 
225 hingegen auf drei Arten, die Verbindung 234 aber auf sechs 
Arten entstehen, indem sich die Nummern 2, 2, 5, respektive 2, 3, 4 
auf drei, beziehungsweise sechs Arten auf die drei Würfel verteilen 
können. Mithin ist, wenn man mit p^ die Wahrscheinlichkeit der 
Summe s bezeichnet, 

— — _?5_ 27 1 

P9 — Pi2 — 216 ' ^10 ""^11 "" 216 "~ y * 

An diese Aufgabe knüpft; sich die erste Untersuchung über eine 
wahrscheinlichkeitstheoretische Frage, die die Literatur nachweist. 
Diese Frage bezog sich auf das sogenannte Enöchelspiel (passe-dix), 
bei welchem es sich darum handelt, mit drei Würfeln eine Summe 
über zehn zu werfen. Ein fleißiger Beobachter dieses Spieles hatte 
die Wahrnehmung gemacht, daß die Summe 11 häufiger erscheint 
als 12 und 10 öfter als 9; da nach seiner Auffassung alle vier 
Summen auf gleich viele Arten entstehen konnten, verlangte er von 
Galilei ^) Aufklärung über diesen Widerspruch zwischen Beobachtung 
und Rechnung. Galilei gab sie ihm in der oben dargelegten Weise. 

16. Beispiel IV. Es liegen drei äußerlich gleiche Kästchen A, B, G 
mit je zwei Lädchen vor; im Kästchen Ä enthält jedes Lädchen eine 
Goidmiinsfe, in B jedes eine Silbermünze, in G das eine eine Geld-, das 
andere eine Sübermünjse. Man greift ein Kästchen beliebig heraus; 
wdches ist die Wahrscheinlichkeit, daß es G sei? — Man öffnet ein 
Lädchen und besichtigt den Inhalt; wie groß ist nach dieser Kenntnis- 
nahme di'C Wahrscheinlichkeit, daß man das Kästchen G erwäfUt habe? 

Die Antwort auf die erste Frage ist leicht gegeben; von drei 
gleichmöglichen FäUen ist einer dem bezeichneten Ereignis günstig, 

die Wahrscheinlichkeit ist ^ = y • 



1) G.Galilei, Gonsiderazione soprailgiuoco dei dadi (unbekannten Datums, 
jedenfi&lls vor 1642); abgedruckt in „Le Opere di Galileo Galilei", vol. XIV, Pirenze 
1855. 
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Bezüglich der zweiten Frage liegt ein Fehlschluß nahe. Was 
auch das geöffiiete Lädchen enthalten möge, es kommen immer nur 
noch zwei Kästchen in Frage, weil eines durch das erlangte Wissen 
ausgeschlossen ist, und diese Überlegung könnte dazu führen, die 
Wahrscheinlichkeit, daß man das Kästchen C herausgegriffen habe, 

mit Y anzusetzen. 

Indessen muß hier anders geschlossen werden. Enthält das ge- 
öffnete Lädchen eine Goldmünze, so kann man es allerdings nur mit 
dem Kästchen Ä oder mit C zu tun haben; diese beiden Kästchen 
enthalten aber drei Lädchen mit Goldmünzen, Ä deren zwei, C nur 
eines; die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, daß man das Kästchen G 
vor sich habe, ist also gleichbedeutend mit der Frage, daß man von 
den drei Lädchen mit Goldmünzen dasjenige geöffiiet habe, welches 
sich in C befindet, und diese Wahrscheinlichkeit ist, weil unter drei 

Fällen ein günstiger vorkommt, y, dieselbe wie im ersten Falle. ^) 

Zu dem gleichen Resultat wird man geführt, wenn das geöffnete 
Lädchen eine Silbermünze enthält. 

Es liegt nur in der eigentümlichen Konstruktion des Beispiels, daß 
das durch das Öffnen eines Lädchens erworbene, gegenüber der ersten 
Fragestellung vermehrte Wissen an der Wahrscheinlichkeit des er- 
warteten Ereignisses nichts ändert. Enthielten die Kästchen je drei 
Lädchen, diese drei Lädchen in Ä Gold-, in B Silbermünzen, während 
in C zwei Gold- und eine Silbermünze auf die Lädchen verteilt wären, 

so verhielte es sich anders. Wieder wäre - die Wahrscheinlichkeit 

dafür, daß man bei vollzogener Wahl das Kästchen C ergreift; findet 
man aber in einem geöffneten Lädchen eine Goldmünze, so gehört 

das Lädchen mit der Wahrscheinlichkeit — dem Kästchen C an, und 

mit der Wahrscheinlichkeit ^, wenn die geöffnete Lade eine Silber- 
münze enthielt. 

17. Beispiel V. Zwei Personen, Ä und B, gleich geschickt, werfen 
Kugeln nach einem Zid; derjenige gewinnt, welcher dem Zide am 
nächsten kommt A hat zwei, B eine Kugd zu werfen, Wdches ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß Ä gewinnen werde? 

Bezeichnet man die Kugeln des A mit a^, a^, die Kugel des B 
mit 6, so können folgende Permutationen der Kugel mit Rücksicht 
auf ihre Entfernung vom Ziel eintreten: 



1) Vgl. hiermit die Schlußweise bei J. Bertrand, Calcul des Probabilitäs 
(1889) p. 2, und bei H. Poincarö, Calcul des Probabilit^s (1896) p. 3. — fch 
benütze diese Gelegenheit, nm meinen eigenen Fehlschluß in dem Bericht über 
„Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihrer Anwendnngen*^ (1899), 
Jahiesber. d. Deutschen Mathem .-Verein. VIT. zu berichtigen. 
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a^a^hy %&^8; a^a-^hj a^ha^j ia^a^y ha^a^] 

ist jedesmal die letzte Kugel die dem Ziel nächste, so sind unter 
diesen sechs gleichmoglichen Fällen vier der Person A günstig; fÖr 

2 

sie beträgt daher die Wahrscheinlichkeit, zu gewinnen, — • 

Man kann auch folgenden Weg zur Lösung einschlagen. Jede 
der Kugeln o^, o^ kann näher oder weiter fallen als die Kugel b] 
dies gibt folgende Verbindungen: 

1) a^ weiter als b, a^ weiter als b; 

2) ttj „ „ 6, a^ näher „ 6; 

3) «1 näher ,j by a^ weiter „ b] 

4) «1 ,, „ b, Oj näher „ 6. 

Die Verbindungen 2), 3), 4) sind dem Ä günstig; aber der Schluß, 

daß seine Wahrscheinlichkeit — betrage, wäre falsch. Denn diese 

Verbindungen stellen nicht gleichmögliche Fälle dar; vielmehr zerfallen 
1) und 4) in je zwei Fälle, da im Falle 1) die Reihenfolge der Kugeln 
a^a^b oder a^a^b, im Falle 4) ba^a^ oder ba^a^ sein kann. Wird dies 

2 

beachtet, so ergibt sich wieder p =* -5- ' 

18. Beispiel VI. Die WaJirscheinlichkeit 0u bestimmen, daß eine 
Münze in n Würfen abwechselnd Wappen und Schrift zeigt 

Die möglichen Fälle sind die 2** Varationen mit Wiederholung 
der Elemente W, S. 

Unter diesen Variationen gibt es nur zwei, nämlich WS WS • • • 
und SWSW* • •, welche dem erwarteten Ereignis günstig sind; seine 

2 1 

Wahrscheinlichkeit ist daher jp = — 



Wäre festgesetzt worden, daß Wappen an erster Stelle erscheinen 
solle, so ^be es nur eine günstige Verbindung, die Wahrscheinlich- 
keit wäre die Hälfte der vorigen. 

Überhaupt ist -- die Wahrscheinlichkeit für irgend eine bestimmte 

Anordnung von Wappen und Schrift. Es hat also die durch ihre 
Öesetzmäßigkeit auffallende Anordnung WS WS • • • keine geringere 
Wahrscheinlichkeit als irgend eine andere unregelmäßige, aber im 
Toraus festgesetzte Beihenfolge der Münzseiten. Wenn hiernach das 
Eintreffen von WS WS • • • als ein außergewöhnliches Ereignis bezeichnet 
wird, so ist diese Bezeichnung insofern imzutreffend, als sie mit dem 
gleichen Rechte jeder andern Anordnung gebührte, wenn diese im 
voraus bezeichnet worden wäre. Anders verhält es sich, wenn man 
das angeführte regelmäßige Ereignis gegenüberhält der übergroßen 



gle 
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Anzahl derjenigen^ welche keine in die Augen springende Regelmäßig- 
keit aufweisen. Wenn jemand aus einer Urne, die auf neun gleichen 
Kärtchen die Buchstaben 6, e, /, Z, /, n, o, r, u enthält^ diese Kärtchen 
sukzessive herausziehend sie in der Ordnung bernoulli erhielte, so 
würde er dies mit Rücksicht darauf, daß die Buchstaben in dieser 
Aufeinanderfolge einen ihm geläufigen Namen darstellen, als ein un- 
gewöhnliches Ereignis bezeichnen; einem andern, dem dieser Name 
völlig fremd ist, wird nur mehr die Lesbarkeit dei* Permutation auf- 
fallen, und sie wird ihm von diesem Gesichtspunkte nicht ungewöhn- 
licher erscheinen als etwa ruhellion oder bulinerol] an sich aber 
stehen diese Anordnungen auf ganz gleicher Stufe mit jeder andern, 
wie etwa Inirolbeu: jede ist unter den 181 440 verschiedenen Per- 
mutationen einzig in ihrer Art und hat die Wahrscheinlichkeit 

1 
isiüo ' 

19. Beispiel VH. Eine Urne enthält a weiße und h schwa/rze 
Kugeht; man nimmt r (<a) Kugeln auf einmal oder nacheinander, 
im letzteren Falle, ohne die gezogenen zurückzulegen, heraus; wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß sie weiß seien? 

Die möglichen Fälle werden durch die Kombinationen ohne 
Wiederholung der a + 6 Kugeln zur r-ten Klasse gebildet, ihre An- 

zahl ist also (« + V' ,-/"/.-- V- 

\ r I rI(a + 6 — r)! 

Günstige Fälle stellen die gleichartigen Kombinationen der a weißen 
Kugeln vor, deren Anzahl y\ = rr^'j^^^ ist. 

Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist demnach gleich 



In dem gewöhnlichen Zahlenlotto sind 9 einziffirige und 81 zwei- 
zifl&ige Nummern;^ fünf Nummern werden gezogen; die Wahrscheinlich- 
keit, daß das Ergebnis einer Ziehung aus lauter einziffrigen Nununern 
bestehe, ist hiemach: 

^57^1 ^ 90~89T88T87 ."86 ^ 0,0000029, 

und die Wahrscheinlichkeit einer Ziehung aus durchwegs zweiziffi-igen 
Nummern: 

81^^ _ 81,^80^9^78_. 77 

90^/-! 90 . 89 . 88 . 87 . 86 ^y^^^^^^ • 

20. Beispiel VUL Eine Urne enthält a weiße, b schwarze und 

croie Kugeln. Man macht a + ß + y Ziehungen, legt die gezogene 
Kugd jedesmal in die Urne zurück und vermengt die Kugeln. Es toird 
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die Wahrscheinlichkeit verlangt, 1) daß zuerst a-mai weiß, dann ß-fmU 
schwarz und endlich y-mai rot gezogen werde; 2) daß die Farben in 
denselben Anzahlen und geschlossen, jedoch in was immer für einer 
Reihenfolge erscheinen; 3) daß weiße, schwarze und rote Kugeln in der 
bezeichneten Anzahl überhaupt erscheinen. 

1) Die möglichen Fälle sind durch die (a + 6 + (?)*+/*+>' Varia- 
tionen mit Wiederholung sämtlicher Kugeln zur Klasse a + ß + y 
dargestellt. 

Aus den a* Variationen der weißen, b^ Variationen der schwarzen 
und c^ Variationen der roten Kugeln in der durch die Anzahl be- 
zeichneten Klasse entstehen a^b^c^ dem erstgedachten Ereignis günstige 
Verbindungen; seine Wahrscheinlichkeit ist daher 

anf(^cy _ 

2) Unter der gleichen Anzahl möglicher Fälle gibt es 

a^b^cy + a'^crb^ + b^a^'cy + ¥cya'' + cya''^ + cy^a" — Ga^^cy 

günstige Fälle; die sechs Produkte entsprechen den sechs möglichen 
Anordnungen der drei Farben; mithin ist 

P^-^a+b + cr^^^y'^^'' 

3) Aus jeder der a^y^cy Verbindungen von a weißen, ß schwarzen 
und Y roten Kugeln lassen sich , o, -,— vörschiedene Permutationen 
bilden; folglich ist 

a\ p! y! 

die Anzahl aller Anordnungen, in welchen a weiße, ß schwarze imd 
y rote Kugeln in irgend welcher Reihenfolge erscheinen können, und 
somit, da die Anzahl der möglichen Fälle dieselbe ist wie in den 
vorhergehenden Aufgaben, ist 

^8 alßlyl (a + 5 + er + ^ + y' 

Beispielsweise ist für a = 2, 6 = 3, c = 4 und a = 1 , /3 ««2, y = 3 
i?i = 0,00217, ft = 0,01300, p^ = 0,1302. 

2L Beispiel IZ. Aus einer Urne, weiche n gleiche Kugeln enthält^ 
ioird ein Teü oder werden aMe gezogen. Es ist die Wahrscheinlichkeit 
^ bestimmen, daß eine gerade Anzahl von Kugeln herauskommt. 

Da eine Kugel auf so viele Arten gezogen werden kann, als es 
Kugeln gibt, zwei Kugeln auf so yiele Arten, als die n Kugeln 
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Kombinationen zur zweiten Klasse olme Wiederholung zulassen usw., 
so ist die Anzahl der möglichen Fälle 

"-"+G)+G)+-+(:)> 

günstig sind darunter die Kombinationen zu einer geraden Anzahl, 
deshalb ist 

*-G)+.(:)+- 

die Anzahl der günstigen Fälle. Nun ist aber 

a+i)->+»+G)+a)+-+(:) 
(i-i)"-i-»+G)-(:)+-+(-i)-(:)i 

aus der ersten Gleichung ergibt sich: 

m = 2» - 1 (1) 

und durch Addition beider: 

(^ = 2«-^-l. (2) 

Mithin ist die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Anzahl yon Kugeln 
zu ziehen, 

für eine ungerade Anzahl: 

Es ist also, bei jedem w, jp < g. Dieses auf den ersten Blick be- 
fremdliche Resultat, daß die ungeraden Anzahlen den geraden g^en- 
über beyorzugt sind, wird sofort klar, wenn man zur imteren Qrenze 
herabgeht; enthält die Urne nur eine Kugel, so kann nur eine un- 
gerade Anzahl gezogen werden, es ist ^ = 0, 2=1; bei zwei Kugeln 
bestehen zwei Möglichkeiten fiir das Ziehen einer ungeraden Anzahl 
(einer Kugel) und nur eine für das Ziehen einer geraden Anzahl, es 

wird jp = y , g t=» _ . Dieses Überwiegen des q über das p besteht 

fort, imd erst für n = oo würde i> = ^ = -5- • 

Oben wurde Torausgesetzt, daß die Anzahl n der Kugeln bekannt 
sei; wüßte man bloß, daß sie n nicht übertreffen und jeden Wert von 
1 bis n (mit Einschluß dieser Grenze) gleich leicht haben könne, so 
hätte man mit Rücksicht auf (1) und (2) 
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w =^(2* - 1) =^2' - n = 2»+» - n - 2 
^=J'(2'-'-l) = 2»-n-l; 

1 

demzufolge wäre dann 

'-?Tb7Zl. (6) 

also wieder p <q. 

22. Beispiel X. Am einer Urne mit n weißen und n schwarten 
Kugeln wird irgend eine gerade Anzahl van Kugeln gezogen; wie 
groß ist die Wokrscheirdichkeit, daß gleich viel weiße und schwarze 
darunter sind? 

Es werden, den Bedingungen der Aufgabe gemäß, entweder 2 oder 
4 oder • • < oder 2n Kugeln gezogen; das erste kann auf so viele 
Arten geschehen, als sich aus den 2n Kugeln Kombinationen ohne 
Wiederholung zur zweiten Klasse bilden lassen; das zweite auf so 
Tiele Arten, als es derlei Kombinationen zur vierten Klasse gibt usf.; 
demnach ist 



"-n+c:)+-+G:) 



die Anzahl der möglichen Fälle. 

Ein günstiger Fall entsteht, so oft eine der weißen mit einer der 
schwarzen Kugeln sich verbindet, was auf n* Arten geschehen kann; 
ebenso, so oft eine Verbindung von zwei weißen Kugeln mit einer 
Verbindung von zwei schwarzen Kugeln sich vereinigt, was auf 

LJ Arten eintreten kann usf.; die Anzahl der günstigen Fälle 

ist also 



^-"•+G)'+G)v-+(:)'- 



Der Ausdruck für m entsteht aus dem Ausdruck für g im vorigen 
Beispiel, wenn man hier n durch 2w ersetzt; demzufolge ist 

m = 2^-^-l. 

um für g einen einfacheren Ausdruck zu gewinnen, beachte man, 
daß bei der Multiplikation der Entwicklungen von (1 + ^)'» und 

(l + y^ die von t freien Glieder l + n^ + (^^y+ • • • +(^)^ also ^ + 1 

Gsaber, WahrfloheinliohkeitBreolmung. I. 2. Auf L 8 ,, (T^OOqIp 
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ergeben; diese Glieder entstehen auch dadurch, daß man (1 + ty (1 + — j 
auf die Gestalt 

iX + r?" 
t 

bringt, den Zähler entwickelt und dasjenige Glied desselben, welches 
mit ^ behaftet ist, durch ^^ dividiert; das Resultat dieser Division 

ist aber der Koeffizient [ j ; folglich ist 

, . /2n\ (2n)! . 

Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist also 

(2w)! 

Für kleine Werte von n bereitet die Ausrechnung von p keine 
Mühe; so ist 

für w == 1 p = 1 
„ „=2 „ = 4-= 0,7142... 

- -=3 „ = -g-=0,6129... 
,, ,,==4 „ = —==0,5433...; 

für große Werte von n scheitert aber die Ausführung der Formel an 
den darin vorkommenden Fakultäten. In solchen Fällen kommt nun 
die Stirlingsche Formel zur Geltimg; nimmt man für (2n)! den 
Näherungswert (2w)*'*e"*"]/4w^, für n\ entsprechend w"e~'»)/2w3r 
und läßt im Zähler imd Nenner die subtraktive Einheit neben der 
andern großen Zahl weg, so ergibt sich für p der Näherungswert 

2 

selbst für w = 4 liefert dieser 0,5641 • • . in naher Übereinstimmung 
mit dem strengen Werte. 

Mit wachsendem n nähert sich p der Grenze 0. 

23. Beispiel ZI. Die Wahrscheinlichlceit zu hestimmeriy mit einem 
Würfel in n Würfen mindestens einmal die Seite 6 zu werfen. 
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Das bezeichnete Ereignis ist der Gegensatz dayon, in n Würfen 
immer nur eine der Seiten 1, 2, • • •, 5 zu treffen; wird die Wahr- 
scheinlichkeit dieses letzteren Ereignisses mit q bezeichnet, so ist die 
des erstgenannten j) = 1 — g. 

Nun können die sechs Würfelseiten in n Würfen sich auf 6" Arten 
miteinander verbinden — dies die möglichen Fälle — , während die 
Seiten 1 bis 5 sich auf 5** Arten vereinigen können — dies die gün- 

ßtigen Fälle des zweiten Ereignisses — ; folglich ist ^ = ,i und 

6 

^ = 1-^. (1) 

Ist p gegeben, so läßt sich aus dieser Gleichung die Anzahl der 

Würfe berechnen, innerhalb deren mit eben dieser Wahrscheinlichkeit 

das zum mindesten einmalige Eintreffen von 6 zu erwarten ist; man 

findet 

*i - log (1 -P) /9X 

'*'"logö ~-log6' ^'^^ 

die Logarithmen aus einem beliebigen System genommen; insbesondere 

ist für i? = Y • 

n=.- J?i-2 3,8..., 

log 6 — log 5 ^ ' 

80 daß man mit Vorteil Eins gegen Eins wetten darf, daß in vier 
Würfen die Seite 6 wenigstens einmal fallen werde. 

24. Beispiel XU. Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mit zwei 
Würfeln in n Würfen mindestens einmal den Pasch von 6 zu werfen. 

Unter den 36 möglichen Verbindungen der Würfelseiten, welche 
in einem Wurf eintreten können, gibt es deren 35, welche das er- 
wartete Ereignis nicht herbeiführen; denmach gibt es in w Würfen 
36" mögliche und 35"* ungünstige Fälle, so daß die Wahrscheinlich- 

keit, es werde Pasch 6 nicht erscheinen, — ausmacht. Die Wahr- 

scheinlichkeit, es werde dieses Ereignis überhaupt, also mindestens 
einmal sich zutragen, ist daher 



In 



P-i-S;- w 



log 36 — log 36 ^^ 



Würfen darf man also mit der Wahrscheinlichkeit p erwarten, daß 
wenigstens einmal beide Würfel 6 zeigen; da für j) = y 
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__log2___ . 
^ log 36 — log 35 """^^'^ ' 

SO darf erst bei 25 Würfen mit Vorteil Eins gegen Eins darauf ge- 
wettet werden; bei 24 Würfen wäre eine solche Wette unvorteilhadPt. 

Die beiden letzten Aufgaben dürfen ein historisches Interesse be- 
anspruchen, weil sie zu den ältesten gehören, . die zu mathematischen 
Untersuchungen über Fragen der Wahrscheinlichkeit Anlaß gaben. 
Ein Freund der Glücksspiele, namens Chevalier de Mere, der, obwohl 
kein Mathematiker von Fach, es doch verstand, anregende Fragen auf 
diesem Gebiete aufzuwerfen, sprach (1654) Pascal gegenüber sein 
Erstaunen darüber aus, daß man bei einem Würfel auf 6 in vier 
Würfen mit Vorteil, bei zwei Würfeln aber auf Pasch 6 in 24 Würfen 
nicht mit Vorteil wetten könne, vermeinend, die Zahl der nötigen 
Würfe sollte der Anzahl der bei einem Wurfe möglichen Fälle pro- 
portional sein; da nun bei einem Würfel 6, bei zwei Würfeln 
36 Fälle stattfinden, so ist es die Zahl 24, welche sich in die Pro- 
portion 4 : 6 = 24 : 36 einfügt. Die obige Rechnung zeigt die TJn- 
stichhaltigkeit dieser Schlußfolge. 

25. Beispiel Xm. Zwischen zwei Personen Ä, B soll durdi 
die Wahl entschieden werden; für Ä seien a, für B seien h Stimmzettel 
abgegeben und in einer Urne vereinigt worden. Angenommen, es sei 
a>b, so daß A schließlich als der Gewählte erscheinen wird; wie groß 
ist die WahrscJieinlichTceit, daß er während des Skrutiniums ständig in 
der Majorität bleibe? 

Die möglichen Fälle werden durch die verschiedenen Permu- 
tationen gezählt, in welchen die Zettel aus der Urne hervorgehen 
können; ihre Anzahl ist also 



m 



a\b\ 



Ungünstig sind alle Permutationen, in welchen es einmal zur 
Stimmengleichheit kommt. 

Dahin gehören zunächst alle Permutationen, welche mit einem 
auf B lautenden Zettel beginnen; ihre Anzahl ergibt sich, wenn man 
nach Wegnahme eines Zettels mit dem Namen B alle übrigen per- 
mutiert, ist also 

a\(b — 1)1 

Aus jeder Permutation, welche mit A beginnt und einmal zur 
Stimmengleichheit führt, läßt sich auf eindeutige Weise eine mit B 
anhebende Permutation, aber auch umgekehrt aus jeder Permutation 
der letzteren Art eine solche gewinnen, die mit A anfängt und zur 
Stimmengleichheit führt. 
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Es sei z. B. a = 5, 6 = 3; die Permutation 

AÄBBAÄBA 

beginnt mit Ä und erreicht nach yier Zetteln Stimmengleichheit; löst 
man diese vier Stimmen AABB, die notwendig mit B aufhören, ab, 
setzt sie mit Weglassung dieses letzten B an das Ende, während man 
das ausgeschiedene B an den Anfang stellt, so erhält man in 

BAABAAAB 

eine mit B beginnende Permutation. Geht man hingegen von einer 
mit B beginnenden Permutation, wie etwa 

BABAAAAB 

aus, zählt von rückwärts so weit, bis A eine Stimme mehr als B hat, 
was notwendig einmal eintreten und mit einer auf A lautenden Stimme 
schließen muß, löst die Gruppe — hier AAB — ab und setzt sie 
an den Anfang, so ergibt sich eine mit A anfangende Permutation, 
in der einmal Stimmengleichheit eintritt, hier die Permutation 

AABBABAA, 

Mithin bestehen die ungünstigen Fälle aus zwei Gruppen je vom 
Umfange 

a!(6 — 1)! ' 
die der gesuchten entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit ist daher 

SC ^ al(6--l)! * alb\ a + b' 

mithin die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

- a — b 

je kleiner also die Majorität im Vergleich zur gesamten Stimmenzahl, 
desto geringer die Wahrscheinlichkeit, daß sie während des Skrutiniums 
anhalte.^) 

26. Beispiel XIV. Eine Urne enthalt n mit den Nummern 
1^2 "' n bejseichnete Kugeln. Man zieht diese nach und nach einzeln 
aus der Urne, ohne sie zurückzulegen, und verlangt die Wahrscheinlich- 
leU, daß Jceine von r (<n) ins Auge gefaßten Kugeln in der ihrer 
Nummer entsprechenden Ziehung erscheine. 



1) Vgl. hiermit die Darstellung bei D. Andr^, Compt. rend. 105 (1887) 
p. 436, und bei J. Bertrand, 1. c, p. 18. 
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Die Anzahl der möglicIieQ Fälle ist 



m 



i\ 



entsprechend den Permutationen, in welchen die Kugeln aus der Urne 
hervorgehen können. 

Unter den Permutationen von n Elementen gibt es aber (n — 1)! 
solche, in welchen das erste bezeichnete Element i an seiner richtigen 
Stelle steht; verbleiben daher 

9.,(l) = »!-(n-l)! 

Permutationen^ wo i nicht an seinem Platze erscheint. 

Aus diesen sind diejenigen auszuscheiden, in welchen das zweite 
bezeichnete Element k an seinem Platze steht-, hält man es dort fest, 
so bilden die w — 1 übrigen Elemente 

«Pn-iW^Cw -!)!-(« -2)! 

Permutationen, in welchen i nicht an seinem Platze ist; es verbleiben 
also 

9>„(2) = <P„(1) - 9„-i(l) = «! - 2(« - 1)1 + (n - 2)! 

Permutationen, in welchen weder i noch k an seinem Platze ist. 

Aus diesen müssen diejenigen Permutationen ausgeschieden werden, 
in welchen das dritte bezeichnete Element l an der seinem Range 
entsprechenden Stelle steht; hält man es dort fest, so bilden die n — 1 
übrigen Elemente 

9>„-i(2) = (« - 1)! - 2{n - 2)! + {n- 3)! 

Permutationen, in welchen weder i noch k seinen Platz einnimmt; es 
verbleiben also 

9n(3) = <)P,(2) - 9>„-.(2) = n! - 3(n - 1)1 + 3(« - 2)! - (n - 3)! 

Permutationen, in welchen keines der drei Elemente i, k, l an seinem 
Platze steht. 

Diese Induktion zeigt, daß es 

9,(r)-«!-Q(«-l)! + (;)(n-2)!-... + (-l)-Q(«-r)! (1) 

Permutationen gibt, in welchen keines von den r bezeichneten Ele- 
menten den ihm gebührenden Platz einnimmt. 
Mithin ist die verlangte Wahrscheinlichkeit: 

' m ^ \l)n "*" W n(n — 1) l" (~ ^X U/w(n- l)-..(n — r + l)" ^^^ 
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Von besonderem Interesse ist die Wahrscheinliclikeit jp, daß über- 
haupt keine der Kugeln ihrem Range entsprechend erscheint; sie ergibt 
sich aus (2), wenn r ^ n gesetzt wird, und ist daher 

Daraus folgt als Wahrscheinlichkeit, daß mindestens eine Eugel ihrer 
Nummer entsprechend gezogen wird: 

« = i-i' = i-r2 + ri3 — • + (-i)"-\.2W (4) 

Diese Aufgabe liegt einem Glücksspiel zugrunde, welches unter 
dem Namen „Jeu du Treize" zum erstenmal von Montmort^) der 
mathematischen Behandlung zugeführt wurde, an der sich Nicolaus 
BernouUi^) hervorragend beteiligt hat. Das Spiel besteht in folgen- 
dem: 13 mit den Nummern 1 bis 13 beschriebene Karten werden aus 
einer Urne, in der sie vorher durcheinander geworfen worden sind, 
sukzessive herausgezogen; das Spiel gilt als gewonnen, wenn minde- 
stens eine Karte ihrer Nummer entsprechend gezogen wurde; wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit hierfür? Dem Wesen nach gleichbedeutend 
hiermit ist das Bencontrespiel: Von zwei Spielern hat jeder ein voll- 
ständiges Spiel von 32 Blättern in der Hand; beide legen immer je 
ein Blatt auf: treffen gleiche Blätter zusammen, so hat sich ein ßen- 
contre ergeben; der eine Spieler wettet auf den Eintritt, der andere 
auf das Ausbleiben eines Rencontres; welches sind ihre Chancen, zu 
gewinnen? 

Dem Problem blieb fortan das mathematische Interesse zuge- 
wendet. Euler*) bemerkte zuerst die Beziehung, in welcher die Lösung 
zur Zahl e steht; die Summe (3), welche p darstellt, geht nämlich fftr 
n= oo in die Reihe über, welche e"^ definiert, so daß dann 

p^e-"^ =0,36787944... 

g = 1 - e-i - 0,63212055 ... ^^^ 

ist; wegen der raschen Konvergenz der betreffenden Reihe kommen 
die Lösungen schon für mäßig große n diesen Werten sehr nahe; so 
ergibt sich för n = 13, also für das „Jeu du Treize^'*), in strenger 
Rechnung: 

2) = 0,367879441... 

1) P. de Montmort, Essai d' Analyse sur las Jeux de Hasards (1708, 1714) 
p. 130ff. 2) Ibid., p. 301—302. 

3) Calcul de la probabilit^ dans le Jeu de Rencontre. Hist. Acad. Berlin 
pour 1761. 

4) In der englischen Literatur „game of Treize". 
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auf acht Dezimalen übereinstimmend mit e~^. Um so mehr können die 
Werte (4) für das Rencontre beibehalten werden. 

Unabhängig von andern scheint Lambert^) auf ein ähnliches 
Problem gekommen zu sein, das so lautet: Jemand hat n Briefe und 
die zugehörigen Kuverts geschrieben; er steckt die Briefe ohne Wahl 
in die Kuverts; wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß alle Briefe 
oder eine bezeichnete Anzahl derselben in die richtigen Kuverts 
kommen? 

Lampe*) hat eine von Dirichlet und Kummer stammende 
Fassung der Aufgabe und eine Ableitung der oben mit 9?„(w) be- 
zeichneten Zahl mitgeteilt. Die Aufgabe ist so gestellt: Gegeben sind 
n Elemente auf n Plätzen; wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei 
einer neuen willkürlichen Verteilung der n Elemente auf dieselben 
n Plätze kein Element seinen früheren Platz wieder erhalte? 

Catalan^) hat das Problem in folgender Modifikation behandelt: 
Eine Urne enthält n mit den Buchstaben a, 6, c, • • • markierte Kugeln; 
man zieht die Kugeln sukzessive einzeln heraus und legt sie dann 
wieder in die leere Urne zurück. Wie groß ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß in zwei aufeinanderfolgenden Ziehungen m Kugeln an glei- 
cher Stelle erscheinen? 

Da die erste wie die zweite Folge der Buchstaben nl verschiedene 
Anordnungen haben kann, so gibt es für zwei Ziehungen n!* mögliche 
FäUe. 

Jede der n\ Anordnungen der ersten Ziehung kann mit der 

zweiten Ziehung auf ( J verschiedene Arten Rencontres von m Buch- 
staben ergeben, und da jedesmal die n — m übrigen Buchstaben kein 
Rencontre aufweisen dürfen, was wieder auf 9„_,n(w — m) Arten ge- 
schehen kann, so gibt es der günstigen Fälle 

n!(;)y„-4n-m) = ^,(;i^^, ((n-m)!-(^7"')(n-m-l)! 
folglich ist die verlangte Wahrscheinlichkeit gleich 

_J__(l_l + -i_ L_. ■■■ . (-')'-"' \ 

12. mV 1^1-2 1-2.3' 'l-2..(w — w)/ 



1) Examen d'une esp^ce de superstition ramenee au calcul des probabilit^. 
Nouv. Möm. Berlin 1798. 

2) Über eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Grnnert, 
Arch. 70 (1884). 

3) Solution d'un probl^me de probabilit^, relatif au Jeu de Rencontre^ 
Joum. Liouv, 2 (1837). 
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Laplace^) hat das dem Rencontrespiel zugrunde liegende Problem 
in verallgemeinerter Form behandelt. 

27. Beispiel ZV. Eine Lotterie besteht aus n Nummern; in 
jeder Ziehung werden r Nummern gezogen. Jemand hat auf s (^ r) 
Nummern gesetzt. Wie groß ist die WährscheinlichJceit, a) daß die 
Nummern aw beliebiger Steile und in beliebiger Ordnung; b) an be- 
liebiger Stelle f aber in gegebener Ordnung; c) an erster Stelle in be- 
lidnger Ordnung; d) an erster Stelle in gegebener Ordnung erscheinen? 

a) Die möglichen Fälle sind durch die Kombinationen o. W. der 
n Nummern ^zu je r dargestellt, ihre Anzahl ist also: 



/n\ n\ 

^1 ■" \r) "" riin^l-y, ' 



Scheidet man die s besetzten Nummern aus, bildet aus den n — s 
übrigen Korabinationen zu je r — s Nummern, fügt zu jeder die be- 
setzten Nummern hinzu, so ergeben sich die günstigen Fälle, deren 
Anzahl somit 

(n — s\ (n — s)\ 
r — s)'^ (7^8)!(n — föi* 
ist. 

Die Wahrscheinlichkeit ist hiemach: 

_ {n-s) \rl _ r(r-l)...(r-s+l) ... 

■^1 nl{r — s)\ n{n — l)"'{n — 8+iy ^^ 

Bei n = 90 und r = 5 ergibt sich: 
fürs=l p,^^ 



18 
1 

400,5 
1 

11748 

1 
» V — ^ ?; — 511038 

1 



= 4 



= 5 



^^ '' ' ?^ 43949268 

b) Permutiert man in jeder der ( j Kombinationen, welche die 

möglichen Fälle des vorigen Ereignisses gebildet haben, s Nummern, 
und zwar so, daß in jenen Kombinationen, in welchen die s besetzten 
Nummern vorkommen, gerade diese der Permutation unterworfen 
werden, so erhält man die möglichen Fälle für die zweite Fragestellung;, 
ihre Anzahl ist sonach 



1) Th^rie anal. d. prob., Art. 9. 
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Die Anzahl der günstigen Fälle ist dieselbe wie vorhin, indem 
zur Gewinnung dieser Fälle jeder der ( __ ) Kombinationen der nicht 

besetzten Nummern die s besetzten Nummern in der gegebenen Ord- 
nung anzufügen sind. Folglich ist die entsprechende Wahrscheinlichkeit: 

. ^ 1 ^(,-i)...(r-a+l). ^2) 

^» 1.2...« w(w— l)...(w— s + 1) ' ^^ 

sie ist sl mal kleiner als vorige. 

c) Die Wahrscheinlichkeit, daß die s Nummern an erster Stelle 
in beliebiger Ordnung erscheinen, ist dieselbe, welche sich ergeben 
würde, wenn die Ziehungen nur aus s Nummern bestünden und s be- 
zeichnete Nummern in beliebiger Ordnung erscheinen sollten; sie geht 
also aus p^ durch die Substitution r = 5 hervor und ist 

ti = S{8—1)" -1 ,yx 

-^8 n(w — l)...(w--s+l) * ^^ 

d) Ist auch noch die Ordnung bezeichnet, so stellt sich dasselbe 
Verhältnis wie zwischen p^ und p^ ein, so daß also in dem vierten 
Falle die Wahrscheinlichkeit 

(4) 



^'^^n 


(n- 


_l)...(n-s + l) 


gilt. 

Für w = 90 und 






5=1 


ist 


P^-Vo 


„ = 2 


V 


1 

••' "" 8Ö10 


. = 3 


J7 


1 

'' ~" 7Ö488Ö 


. = 4 


yy 


1 
'^ — 61324660 


.==5 


)} 


1 
" "" 6273912160 



§ 3. Indirekte Methoden der Wahrscheinliclikeitsbestinminng. 

28. Vorbemerknng. Wie in jedem Gebiet der Mathematik das 
Bestreben dahin gerichtet ist, die Lösung komplizierterer Probleme 
auf eine Reihe von Grundaufgaben zurückzuführen, die dann in mannig- 
facher Kombination zur Anwendung kommen, so sind im Laufe der 
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Zeit auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung Grundregehi und Me- 
thoden ausgebildet worden, mit deren Hilfe verwickeitere Aufgaben, 
bei denen das direkte Verfahren an der Schwierigkeit und Umständ- 
lichkeit der Aufstellung und Zählung der möglichen und günstigen 
Fälle scheitern würde, in einfacherer Weise gelöst werden können. 
Es sind einige wenige aus der Wahrscheinlichkeitsdelinition hervor- 
gehende Sätze, die bei den indirekten Methoden beständig zur An- 
wendung kommen. So einfach diese Sätze an sich sind, so erfordert 
doch die Analyse des Problems, die ihrer Anwendung vorausgehen 
muß, scharfes Urteilen und stete Rücksichtnahme auf die Voraus- 
setzungen, welche den Sätzen zugrunde liegen. 

Der Aufstellung dieser Sätze sollen einige Betrachtungen allge- 
meiner Natur vorangestellt werden. 

29. Absolute und relative Wahrscheinlichkeit. Abh&ngig- 
keit von Ereignissen. Es gibt vielfach Fragestellungen, bei wel- 
chen dem Ereignis, um dessen Wahrscheinlichkeit es sich handelt, 
gewisse Bedingungen auferlegt werden, von denen das Maß seiner 
Wahrscheinlichkeit abhängt, indem durch die Bedingungen eine Aus- 
lese unter den möglichen FäUen getroffen wird nach bestimmten ihnen 
zukommenden Qualitäten. Eine unter solchen Gesichtspunkten ge- 
rechnete Wahrscheinlichkeit bezeichnet man als eine relative im Gegen- 
satze zur absol'Uitenj bei der die gauze Urteilsmaterie ohne jede weitere 
Bedingung zur Grundlage genommen wird. 

Das Verhältnis dieser beiden Wahrscheinlichkeitsbestimmungen 
kann an dem folgenden typischen Schema klargelegt werden. 

In einer Urne befinden sich Kugeln, die durch zwei Qualitäten 
gekennzeichnet sind: durch eine aufgeschriebene Nummer, oder 1, 
und durch eine Farbe, rot (r) oder schwarz (s); r^ rote Kugeln tragen 
die Nummer 0, r^ die Nummer 1; Sq schwarze Kugeln die Nummer 0, 
«1 die Nummer 1. 

Wird die Frage nach der Wahrscheinlichkeit gerichtet, eine Kugel 
mit der Nummer schlechtweg zu ziehen, so handelt es sich um 
eine absolute Wahrscheinlichkeit, die mit SB(0) bezeichnet werden 
möge; ihr Wert ist 

Wird hingegen um die Wahrscheinlichkeit gefragt, die gezogene 
Kugel trage die Nummer unter der Voraussetzung, daß eine rote 
Kugel erscheint, so hat man es mit einer relativen Wahrscheinlichkeit 
zu tun, zu deren Bezeichnung das Symbol 8B^(0) verwendet werden 
möge; es ist 



^^(^) = ;^- 
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Umgekehrt kann auch gefragt werden, mit welcher Wahrschein- 
lichkeit eine rote Kugel zu erwarten ist unter der Voraussetzung, daß 
eine mit bezeichnete Kugel gezogen wird; diese relative Wahrschein- 
lichkeit ist sinngemäß mit 9Bo(r) zu bezeichnen und hat im vorliegen- 
den FaUe den Wert -^ — 

Um eine andere Sachlage vorzuführen, bei der zwischen absoluter 
und relativer Wahrscheinlichkeit unterschieden werden kann, stelle 
man sich vor, daß mehrere äußerlich nicht unterschiedene Urnen 
^1} U^,' ' * U^ mit weißen und schwarzen Kugeln in gleicher Gesamt- 
zahl c, aber in verschiedenem Mengenverhältnis der Farben gefüllt 
seien, so zwar, daß sie der Reihe nach a^, a^y'"% weiße Kugeln ent- 
halten. 

Stellt man die offenkundig zulässige Frage nach der Wahrschein- 
lichkeit, daß ein Zug aus einer der Urnen eine weiße Kugel ergebe, 
so ist es eine absolute Wahrscheinlichkeit, SB(te^), die man in der 
Weise bestimmen kann, daß man die Inhalte der Urnen in einer Urne 
vereinigt; denn nach dieser Vereinigung werden die aus verschiedenen 
Urnen stammenden Kugehi wieder gleichmögliche FäUe darstellen, was 
nicht stattfände, wenn die Urnen mit ungleichen Mengen von Kugeln 
gefüllt wären; es ist also 

^(^) ^c 

Daneben kann man so viele relative Wahrscheinlichkeiten eines 
weißen Zuges unterscheiden, als es Urnen gibt; S33i7<(^) bedeutet die 
Wahrscheinlichkeit eines weißen Zuges unter der Voraussetzung, daß 

der Zug aus der Urne C/^ erfolgt; ihr Betrag ist — 

Aber auch die Frage hat Berechtigung, mit welcher Wahrschein- 
lichkeit anzunehmen ist, daß der Zug aus der Urne U^ erfolgt sei, 
wenn vorausgesetzt wird, daß die gezogene Kugel weiß war. Da unter 
dieser Voraussetzung in der Urne, die die Inhalte von U^, üa,-*- U^ 
vereinigt, nur die weißen Kugeln in Betracht kommen, so ist diese 
Wahrscheinlichkeit, die mit 2B^(?7i) zu bezeichnen* sein wird, gleich 



«1 + «* H h a„ 

Man wird also allgemein unter der relativen Wahrscheinlichkeit 
eines Ereignisses E in hezug auf ein anderes F, symbolisch unter 
SBf(jB), die Wahrscheinlichkeit von E verstehen, gerechnet unter der 
Voraussetzimg, daß F verwirklicht sei. Dieser Wahrscheinlichkeit 
kann die inverse ^e{F) gegenübergestellt werden, die sich auf das 
Eintreffen von F unter Voraussetzung des Bestandes von E bezieht 
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Von dieser Begriflfsbildung kann mit Vorteil Gebrauch gemacht 
werden, um dem, was man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung als 
Unabhängigkeit und als Abhängigkeit zweier Ereignisse bezeichnet, 
einen prägnanten Ausdruck zu geben. 

Angenommen, zwei Urnen ü^y TJ^ enthielten q, c^ Kugeln, darunter 
seien a^, a^ weiß, die andern schwarz; eine dritte Urne Z7 enthalte unter 
c Kugeln a rote und c — a blaue. Der Zug einer roten Kugel werde 
mit F, der einer blauen mit jP, endlich der einer weißen mit E be- 
zeichnet. 

Man zieht aus TJ eine Kugel, und je nachdem sie rot oder blau 
ist, erfolgt der zweite Zug aus ü^ oder ZJg; gefragt wird um die 
Wahrscheinlichkeit einer weißen Kugel. 

Auf diese Frage gibt es zwei verschiedene Antworten: Liefert der 

erste Zug rot, so ist die gefragte Wahrscheinlichkeit — ; liefert er 

blau, so ist sie—; nur wenn — = — , ist es gleichgültig, wie der erste 

Zug ausgefallen ist. Im ersten FaUe sagt man, das Ereignis E sei 
von F abhängig, weil ihm eine verschiedene Wahrscheinlichkeit zu- 
kommt, je nachdem F eintritt oder nicht eintritt; im zweiten Falle 
nennt man E von F unabhängig, weil die Wahrscheinlichkeit von E 
dieselbe bleibt, ob F eingetroffen ist oder nicht. 

Das Merkmal für die Äbhängigleit eines Ereignisses E von einem 
andern F ist in der Beziehung ^f{E) + S33j^(JE) enthalten, das der 
Unabhängigkeit in dem Ansätze SBf(-E) = S33f(J5). 

Wenn auch hier die Erklärung an zeitlich aufeinanderfolgenden 
Ereignissen geschah, so ist doch die zeitliche Sukzession kein not- 
wendiges Attribut der Abhängigkeit. Ferner ist die Abhängigkeit, 
die hier als eine einseitige dargestellt wurde, in manchen FäUen 
gegenseitig, indem neben 'SH&FiE) + ^f{E) auch SB^(jP) + SB^CJF) 
besteht. 

Ein besonderer FaU der Abhängigkeit zweier Ereignisse E, F ist 
ihre gegenseitige Ausschließung, darin bestehend, daß das Eintreffen des 
einen von beiden die Existenz des andern unmöglich macht. Dieser 
Sachverhalt drückt sich dadurch aus, daß SBi.(^) = SBa(-F) = ist. 

Hat die Voraussetzimg, daß F stattfindet, die Existenz von E 
zur 'notwendigen Folge, so ist ^f{E) = 1; dies also ist der symboli- 
sche Ausdruck eines hypothetischen Urteils.^) 



1) Anf die wichtige Rolle, die dem Begriff der relativen Wahrscheinlichkeit 
bei der Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung zugewiesen werden kann, 
hat F. Hausdorff, Berichte der mathem.-phys. Klasse der Sachs. Ges. d. Wissen- 
schaften, Leipzig 1901, p. 152 — 164 hingewiesen. In der Tat gestattet dieser Be- 
griff eine klare Formulierung und eine übersichtliche symbolische Darstellung 
Tieler der nachfolgenden Sätze. 
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30. Vollständige Wahrscheinlichkeit. Die einem Ereignis E 
günstigen Fälle, g an Zahl, mögen sich von irgend einem Gesichts- 
punkte aus in Gruppen von 9i, 9^, ' ' ' 9r Fällen sondern lassen derart, 
daß jeder der g Fälle einer und nur einer dieser Gruppen angehört; 
dann ist 

9 = 9l+92'\-"'+9r' 

Die Verwirklichung eines Falles aus der ersten Gruppe werde als Er- 
eignis J^i, die Verwirklichung eines Falles aus der zweiten Gruppe 
als Ereignis E^ bezeichnet usw. Dann sind E^, E^, - - * E^ Spezialfölle, 
Arten oder Modalitäten des Ereignisses E. Dieses Ereignis gilt als 
eingetroffen, entweder wenn E^ oder E^ - • • oder E^ eingetroffen ist, 
wobei wohl darauf zu achten ist, daß es jedesmal nur auf eine dieser 
Arten in Erscheinung treten kann. 

Dieser Zusammenhang zwischen E und den E^, E^,- • E^ soll 
künftighin symbolisch durch den Ansatz 

E^E, + E, + --'+E, 

zum Ausdruck gebracht werden, der also zu lesen wäre: E ist E^ oder 
E2 oder • ' • E^ und nur eines von allen. 

Ist m die Anzahl der möglichen FäUe, so ist die Wahrscheinlich- 
keit des Ereignisses E bestimmt durch: 

9_^9y^9ß_j L?r. 

m mm m ' 

^- ist aber die Wahrscheinlichkeit von E., ^* die Wahrscheinlichkeit 
m ^^ m 

von E^ usw.-, demnach ist 

SB (£) = 833(^1 + -B, + ••• + i:,) = m{E,) + 2B(J?,) + • • ■ + m{E,). (1) 

Dies gibt den Satz: Wenn ein Ereignis auf mehrere einander aus- 
schließende Arten eintreffen kann, so ist seine WahrscheinlichJceit gleich 
der Summe der den einzelnen Arten des Eintreffens zukommenden Wahr- 
scheinlichkeiten. 

Die Wahrscheinlichkeit 3SB(jB) wird im Gegensatze zu den Wahr- 
scheinlichkeiten 833 (-B^), 333(^3) • • •, die man als partidle Wahrschein- 
lichkeiten bezeichnet, die vollständige oder totale Wahrscheinlichkeit des 
Ereignisses E genannt. 

Man nennt die in (1) ausgesprochene Regel auch den Additions- 
satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Seine einfachste Verdeutlichung findet er in dem folgenden Bei- 
spiel. Eine Urne enthalte neben a weißen Kugeln h rote, c blaue 
und d gelbe Kugeln. Besteht das erwartete Ereignis in dem Erscheinen 
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einer farbigen Kugel bei Ausführung eines Zuges, so kann es auf drei 
verschiedene einander ausschließende Arten zustande kommen, entweder 
indem eine rote oder eine blaue oder eine gelbe Kugel gezogen wird; 

diese Arten haben der Reihe nach die Wahrscheinlichkeit - , — , — , 

in' m' tn' 

wenn m ^ a + b + c -^ d gesetzt wird; das Erscheinen einer farbigen 

Kugel überhaupt besitzt aber die Wahrscheinlichkeit -"^- ^ , und 

diese ist die Summe jener Einzel- oder Partialwahrscheinlichkeiten. 

31. Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit. Ein Ereignis^ 
gelte dann als eingetroffen, wenn sowohl das Ereignis JE^ als auch 
das Ereignis E^", als auch das Ereignis E^ eiiMDetreten ist, mit 
andern Worten: es bestehe in dem Zusammentreffen der Ereignisse 

Dieser Zusammenhang zwischen E und den J?i, E^ • - • E^ wird 
in der Folge symbolisch durch 

E^E,E,-E^ 

angedeutet werden, was also zu lesen ist: E ist eingetroffen, wenn E^ 
und E^ und • • • E^ existiert. 

Von den w^, mg, • • • m^ möglichen Fällen, welche diesen Ereig- 
nissen zugrunde liegen, muß je einer eintreten, und da sich jeder Fall 
der ersten Gruppe mit jedem der zweiten Gruppe verbinden, jede 
dieser Verbindungen mit jedem Falle der dritten Gruppe sich ver- 
einigen kann usw., so gibt es 

m = m^m^ • • m^ 

Verbindungen, die in bezug auf das Ereignis E als mögliche, insbe- 
sondere auch als gleichmögliche FäUe aufzufassen sind, wenn die m^ 
und die W2 • • • und m^ Fälle untereinander gleichberechtigt waren. 

Ein dem Ereignis E günstiger Fall ergibt sich nur dann, wenn 
je ein günstiger Fall jedes der Ereignisse E^, E^y • - E^ eintrifft, und 
das kann auf 

Arten gechehen, wenn dem E^g^ günstige FäUe, dem E^g^ günstige 
Fälle usw. zukommen. Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit des Er- 
eignisses E bestimmt durch: 

tn 9H| m^ ffi ' 
nun ist aber — die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E^ an sich, 
^ die Wahrscheinlichkeit von E2 usw., demnach 
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m{E) = 3ß(E,E, ...£,)- SB(^JSB(^,) . . . ^(E;). (2) 

Bei der Torstehenden Betrachtung ist Unahhängigkeit der Ereig- 
nisse E^, E^r " vorausgesetzt, so daß S33^(J5?J = SB£^.(^J für jede 
Ambe aus den Zeigern 1, 2 - - - r stattfindet. Die Gleichung (2) gibt 
hiemach den Satz: Die Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen 
mehrerer voneinander unabhängiger Ereignisse ist das Produkt der Wahr- 
scheinlichkeiten dieser Ereignisse, 

Die Wahrscheinlichkeit SSB(-Bj wird im Gegensatze zu den Wahr- 
scheinlichkeiten aS(^i), aB(^j), • • • aB(J5;), die man einfache Wahr- 
scheinlichkeiten heißt, eine zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit genannt. 
Auch das Ereiglfe E wird als ein aus den einfachen Ereignissen E^^ 
E^-'E^ zusammengesetztes Ereignis bezeichnet. 

Die durch (2) ausgedrückte Regel wird der Multiplikationssatz der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung genannt. 

Ob das Zusammentreffen ein gleichzeitiges oder ein sukzessives ist, 
bleibt für die Erwartungsbildung und daher auch für die Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung gleichgültig; im Falle des folgeweisen Eintreffens 
der einfachen Ereignisse ist auch ihre Ordnung ohne Belang; hierin 
liegt das wahrscheinlichkeitstheoretische Äquivalent för das kommuta- 
tive Multiplikationsgesetz. 

Wenn die Ereignisse jB^, JSg, • • • E^ mit dem ersten, E^, überein- 
stimmen, so besteht das Ereignis JB, das nun mit E[ zu bezeichnen 
sein wird, entweder in dem Zusammentreffen von r gleichwahrsehein- 
lichen oder in der r-maligen Wiederholung eines und desselben Er- 
eignisses, und seine Wahi-scheinlichkeit ist zufolge (2): 

aB(J5) = 3ß(E0 = 3S{E^y. (3) 

Es ist also die Wahrscheinlichkeit der r-maligen Wiederholung eines und 
desselben Ereignisses gleich der r-ten Potenz seiner Wahrscheinlichkeit. 
Die Multiplikationsregel erfährt eine das Wesen der Sache be- 
rührende -Änderung, wenn die einfachen Ereignisse E^, E^, • • •, aus 
denen sich E zusammensetzt, voneinander abhängig sind in der Weise, 
daß die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses der Reihe abhängt von 
dem Eintreffen oder Nichteintreffen der vorausgehenden. In diesem 
Falle kommen vom zweiten Ereignis angefangen nicht mehr deren 
absolute, sondern die relativen Wahrscheinlichkeiten in Rechnung, ge- 
bildet unter der Voraussetzung, daß aUe vorangehenden Ereignisse ein- 
getroffen sind, wie es die Existenz von E erfordert; es tritt also an 
die Stelle von ^{E^) jetzt 333^^ (^2), an die SteUe von 833 (J^g) nun- 
mehr ^E^Ej<E^y endlich kommt statt SQ3 {E^ zu setzen ^e^e^ "Er-t {P^rX 
so daß bei der gegenwärtigen Sachlage 

SS(£) = 2B(E,)2B^^(£,)2B^^^,(^3) • • • SB^^^....^_,(^,). (4) 

.,«,,... by Google 
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In Worten: Die Wahrscheinlichkeit fü/r das Zusammentreffen mehrerer 
voneinander abhängiger Ereignisse ist gleich dem Produkt ihrer Wahr- 
schdriHchkeiten, die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Ereignisses unter 
der Voraussetzung gerechnet, daß die ihm in der Sukzession vorangehen- 
den eingetroffen seien. 

Nach dem Gange der Herleitung möchte es scheinen, als ob im 
PaUe der Abhängigkeit eine bestimmte Ordnung der einfachen Er- 
eignisse vorausgesetzt werden müßte. Bei Anwendungen auf die Wirk- 
lichkeit ist allerdings häufig eine zeitliche Sukzession durch die Natur 
der Sache bestimmt; es gibt aber auch Materien, bei denen das 3!S(E) 
der Formel (4) ebenso unabhängig ist von der Ordnung der E^, E^, • • • 
wie dies bei dem S33(J?) der Formel (2) immer statiäSndet. 

Zur Erläuterung der beiden Modalitäten zusammengesetzter Er- 
eignisse mögen die folgenden einfachen Beispiele dienen. 

Aus jedem von zwei Kartenspielen zu 32 Blättern wird eine 
E^arte gezogen; wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß man zwei 
Könige zieht? Die Unabhängigkeit der beiden Ereignisse, die zu- 
sammentreffen sollen, ist hier offenkundig: was der Zug aus dem einen 
Spiele bringen möge, die Wahrscheinlichkeit, aus dem andern einen 

Konig zu ziehen, bleibt -^- Die Wahrscheinlichkeit des zusammen- 
gesetzten Ereignisses ist -g" ' "8" "^ 64 ' 

Nun sollen beide Karten aus demselben Spiele nacheinander 
gezogen werden; welches ist die Wahrscheinlichkeit, daß es zwei 
Könige seien? Ist das erstgezogene Blatt ein König — und nur unter 
dieser Voraussetzung kann das bezeichnete Ereignis eintreten — , so 
gibt es für das zweite Ereignis nur mehr 31 mögliche und darunter 
nur noch 3 günstige Fälle. Demnach ist jetzt die Wahrscheinlichkeit 

des zusammengesetzten Ereignisses ö" ' 3i "^ 248 * 

Dieser Wert gDt indessen auch dann, wenn die Karten statt nach- 
einander auf einmal gezogen werden. I)enn, faßt man das Ereignis 
dann als ein einfaches auf, so hat man, entsprechend den zweiblättrigen 

32 • 31 

Kombinationen, — — — mögliche und, entsprechend den zweiblättrigen 
1 * z 

Kombinationen der Könige, ^-^ günstige Fälle; folglich ist die Wahr- 
scheinlichkeit ^^ .. . = ^r^ wie oben. 

02 • Ol 5s4o 

32. Beispiel XVI. Es ist die Wahrscheinlichkeit m bestimmen, 
mü zwei Würfeln eine ungerade Summe zu werfen. 

Nach Nr. 14 haben die ungeraden Summen 3, 5, 7, 9, 11, welche 
als Arten des Eintreffens des bezeichneten Ereignisses aufzufassen 
sind, die Wahrscheinlichkeiten 

Ccnber, Wahracheinlichkeitereohnnng. I. 2. Auf 1. 4 C~^00(j|p 

igi ize y g 
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1 11 

daraus ergibt sich die vollständige Wahrscheinlichkeit einer ungeraden 
Summe 

33. Beispiel XVH. Eine Urne ü enthält a weiße und b schwarze, 
eine zweite ihr äußerlich gleiche Urne, ü\ a' weiße und V schwarze 
Eugdn] man zieht aus einer von beiden eine Kugd heraus; une groß 
ist die WahrscheinlicKkeit, daß sie weiß (w) sei? 

Angenommen, es sei a =« 3, 6 =- 4; a' = 4, V = 3. Es könnte 
hier die Meinung entstehen^ daß es sich um zwei einander aus- 
schließende Arten eines Ereignisses und daher um die Berechnung 
einer vollständigen Wahrscheinlichkeit handle; der Ansatz 

A + A = i 

würde aber diese Meinung sofort als falsch erkennen lassen, da es 
gewiß nicht notwendig ist, eine weiße Kugel zu ziehen. Es muß 
vielmehr beachtet werden, daß jede Entstehungsart selbst als zufällig 

ihre Wahrscheinlichkeit, und zwar y; ^^^y ^^il es ebenso leicht mög- 
lich ist, in die erste wie in die zweite Urne zu greifen-, richtig ist 
also die Bestimmung 

2 * 7 "^ 2 ' 7 "" 2 * 

Allgemein ist y die Wahrscheinlichkeit, in die erste Urne zu 

greifen, und- . , die Wahrscheinlichkeit, aus ihr eine weiße Kugel 

zu ziehen, — t-t die Wahrscheinlichkeit für beides zusammen: 

' 2 a-f 6 ' 

ebenso ist -x- • . , , . die Wahrscheinlichkeit, in die zweite Urne zu 

greifen und eine weiße Kugel zu ziehen; die vollständige Wahrschein- 
lichkeit des erwarteten Ereignisses ist also 

Man könnte auch auf den Gedanken kommen, den Inhalt beider 
Urnen in einer zu vereinigen und aus dieser zu ziehen. Dieser Vor- 
gang führt aber nur bedingt zu dem richtigen Resultate; während 
nämlich die Kugeln, solange sie in zwei Urnen getrennt waren, 
gleichmögliche Falle vorstellten, braucht dies nach der Vereinigung 
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nicht mehr zuzutreffen; sind nämlich die Gesamtzahlen a + h und 
a' + V ungleich , so ist es nicht mehr gleich leicht, eine aus der 
ersten Urne stammende oder eine solche aus der zweiten Urne zu 
ergreifen. Ist aber a + 6 = a' + 6', dann hat der Ausdruck (1) gleichen 
Wert mit dem Ausdruck 

» + «' /o\ 

a + h + a' + h'' ^^^ 

welcher die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer weißen Kugel 
aus der dritten Urne angibt; beide gehen in 



2{a + h) 
über. 

Aber auch dann werden (1) und (2) einander gleich und der 

Vorgang zulässig, wenn — = ^ ist, wenn also das Mischungsvcr- 

häUnis in beiden Urnen dasselbe ist; der gemeinsame Wert von (1) 
und (2) ist dann 

a 

Den ersten dieser beiden Fälle kann man, wenn er nicht vor- 
handen ist, immer herbeiführen. Angenommen, es sei a + 6 =4= öt' + V 
und N ein gemeinsames Vielfaches beider Zahlen, so daß 

man substituiere den Urnen zwei andere, die eine mit Xa weißen 
und Xh schwarzen, die andere mit A'a' weißen imd X'b' schwarzen 
Kugeln; da diese Urnen gleiche Kugelmengen enthalten, so kann man 
sie «u einer vereinigen, welche somit Xa + X'a' weiße und 2 -W Kugeln 
überhaupt enthält; die Wahrscheinlichkeit, eine wliße Kugel zu 
ziehen, ist 

2N ^ 2 U + ft"^ a'+67' 

in Übereinstimmung mit (1). 

Am durchsichtigsten gestaltet sich die Lösung in symbolischer 
Darstellung: 

34. Beispiel jlvjxl. In einer Urne liegen drei mit den Nvmmem 
ly 2y 3 markierte Kttgeln; man zieM zweimal nacheinander eine Kugd 
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heraus, legt jedoch die .erstgezogene vor der eweUen Ziehung zwrikh. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit^ daß die höchste erschienene Nummer 2 sei'i 

Zur Lösung dieser Aufgabe bieten sich verschiedene Auf- 
&ssungen dar. 

Man kann sagen: Es darf 3 nicht erscheinen und 1 nicht zwei- 
^mal. Daß 3 in keinem Zuge erseheint, hat die Wahrscheinlichkeit 

2 2 4 

-^ • -^ = "S" ; daß 1 nicht zweimal erscheint, hat als Gegensatz dazu, 
daß es zweimal erscheint, die Wahrscheinlichkeit 1 — ( y j = -q- • Es 
wäre aber unrichtig, zu schließen, das erwartete Ereignis habe die 
Wahrscheinlichkeit y * T "^ «T ' ^^^^ ^® Ereignisse nicht unabhängig 
Yoneinander sind; denn unter der Voraussetzung, daß 3 nicht er- 
scheint, ist die Wahrscheinlichkeit, daß 1 nicht zweimal erscheint, 

1 — ( Y j = -j , weil es sich nur mehr um die Nummern 1 und 2 

handeln kann; folglich ist die richtig bestimmte Wahrscheinlichkeit 
4 ^_ £ 

9 * 4 ~" 3 * 

Auch die folgende Analyse könnte vorgenommen werden: Daß 2 
im ersten Zuge erscheint und 3 im zweiten Zuge nicht erscheint, hat 

12 2 

die Wahrscheinlichkeit —.—- = — ; daß 3 im ersten Zuge nicht er- 
scheint und 2 im zweiten Zuge herauskommt, hat die Wahrscheinlich- 

2 1 2 

keit y • y ==" 9" * Es wäre aber wieder falsch, die Wahrscheinlichkeit 

2 2 

des erwarteten Ereignisses durch die Summe -q- + -q~ darzustellen; 
denn das zweimalige Eintreffen von 2, für welches die Wahrschein- 
lichkeit Y besteht, ist bei dieser Schluß weise zweimal in Rechnung 
gebracht, muß also einmal subtrahiert werden, wodurch sich 
y + y— Q- = -g- wie oben ergibt. 

Am durchsichtigsten ist die folgende vollständige Analyse des 
Ereignisses; dasselbe kann nämlich auf folgende drei einander aus- 
schließende Arten zustande kommen: 

Im ersten Wurfe 2, im zweiten 1; Wahrsch. = -J- 

9 
9 9. 1 

1 2- ^^ 

daher ist die vollständige Wahrscheinlichkeit —■ + — + --«, Jl. 

9993 
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36. Beispiel XIX. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, eine 
bezeichnete Nummer in einer Ziehung der gewöhnlichen Lotterie zu treffen? 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die Nummer im ersten Znge er- 
scheint, ist ÖQ* 

Die Wahrscheinlichkeit, daß sie, wenn sie im ersten Zuge nicht 
erschien, im zweiten kommt, ist ■^' 

Die Wahrscheinlichkeit, daß sie im dritten Zuge erscheint, wenn 
sie in den zwei ersten nicht kam, ist — • 

Für den vierten und fünften Zug ergeben sich unter den analogen 

Voraussetzungen die Wahrscheinlichkeiten -^ und g^- 

Dies sind die fünf verschiedenen und einander ausschließenden 
Arten des Erscheinens der bezeichneten Nummer; es wäre aber falsch, 
zu schließen, die Wahrscheinlichkeit fttr ihr Erscheinen überhaupt sei 

Ä + i + Ä + A + Ä = Ö'05683.... 

Denn im zweiten Zuge hat die Nummer die Wahrscheinlichkeit ^ 

nur dann, wenn man weiß, daß sie im ersten Zuge nicht erschienen 
ist; vor der Ziehung ist dies aber bloß eine Voraussetzung, deren 

89 . 

WahrscheinKchkeit ^5 beträgt. Ebenso hat die Nummer die Wahr- 
scheinlichkeit gg, im dritten Zuge zu erscheinen, nur dann, wenn man 

weiß, daß sie in den zwei ersten Zügen nicht erschienen ist; vor Be- 
ginn der Ziehung ist dies aber nur eine Voraussetzung, der die Wahr- 

89 88 

scheinlichkeit ^ • ^ zukommt usw. Der richtige Ansatz für die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher 

^ ~ 90 "^ 90 * 89 "^ 90 ' 89 * 88 "^ 90 * 89 * 88 ' 87 "*" 90 * 89 * 88 * 87 * 86 

90 ' 90 ' 90 ~ 90 ~ 90 18 

Man vergl. hierzu Nr. 27. 

36. Beispiel XX. Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß ein 
Ereignis von gegebener Wahrscheinlichkeit p sich in n Beaiisierungen 
der allgemeinen Bedingungen wenigstens einmal, also überhaupt zutrage. 

Das erwartete Ereignis ist der Gegensatz dessen, daß das be- 
treffende Ereignis sich in den n Versuchs- oder Beobachtungsfällen 
niemals einstellt, wofür (1 — pY die Wahrscheinlichkeit ist; demnach 
ist seine Wahrscheinlichkeit: 



Digitized by VjOOQIC 



54 Erster Teil. Wahrscheinlichkeitstheorie. 

p = i-(i-p)». (1) 

Sie wird mit wachsendem n immer größer und nähert sich der Ein- 
heit, wie klein auch p, d. h. wie unwahrscheinlich das betreffende Er- 
eignis im einzehien Falle auch sein möge. 

Zu gegebenem P läßt sich die Zahl n der Realisierungen be- 
stimmen, welche nötig sind, damit das Eintreffen des Ereignisses mit 
der Wahrscheinlichkeit P erwartet werden dürfe; es ist 

lo g(l^P) ,. 

"" log(l-i>) ^"^^ 

Es liegt in der Natur der Sache, daß P>p sein muß. (Man 
vergL hierzu Nr. 23 und 24.) 

37. Beispiel ZXI. Eine Lotterie besteht cms n Nummern; 
r davon werden in jeder Ziehung gezogen. Es ist die Wahrscheinlich- 
Tmt zu bestimmen, daß in i Ziehungen edle Nummern erscheinen. 

Die Zahl i ist von vornherein an die Bedingung ir^n gebunden; 

je höher sie über ihrer untern Grenze — angenommen wird, um so 

wahrscheinlicher ist das Ereignis, von dem oben die Rede ist. So 
können in der gewöhnlichen Lotterie die Nummern nicht früher als 
nach 18 Ziehungen erschöpft sein. ^) 



1) Die Wahrscheinlichkeit, daß in 18 Ziehungen alle Nummern daran 
kommen^ oder, was dasselbe ist, daß keine Nummer sich wiederholt, ergibt sich 

wie folgt : Die Zahl der möglichen Fälle in einer Ziehung ist ( ^ ) , die Zahl 

(90\ *® 
) . Welche von den 

I j Kombinationen in der ersten Ziehimg auch erscheint, für die zweite Ziehung 

(QKv 
j Kombinationen 

bilden lassen; für die dritte Ziehung bleiben noch 80 Nummern, und es kann 

eine beliebige der l \ aus ihnen zu bildenden Kombinationen erscheinen. Setzt 

man diese Betrachtung fort, so kommt man zu der Zahl günstiger Fälle: 



000 -Q 



90!; _8 6I_ _80j_^ _6]_ ^0^ 

6! 861 * 61 801 * 61 76! * * 6! 0! ^ öT" 



Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher 

90! _ 85! "^ 

9Ön"^' 



["Ol 



mit Benützung der Stirlingschen Formel findet man als Wert dieses Aus- 
drucks einen Dezimalbruch, der an der 37. Stelle die erste bedeutsame Ziffer 

36 
hat, nämlich 0,014897 • • • 
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Die Wahrscheinlichkeit, daß eine bestimmte Nummer in einer 
Ziehung erscheint, ist — ; die Wahrscheinlichkeit, daß sie in i Ziehungen 
mindestens einmal erscheint, beträgt also nach Nr. 36 

Dieser Ausdruck gilt für jede Nummer, die man herausgreift. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß jede der n Nummern in den i Ziehungen 
mindestens einmal erschienen sein werde, beträgt sonach 

^-['-(^O'T- m 

Diese Wahrscheinlichkeit deckt sich aber nicht mit der Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß mit der i-ten Ziehung gerade die letzte der noch 
fehlenden Nummern erschienen und dadurch das Ereignis, das in Rede 
steht, vollendet worden ist. Für diese hat Laplace^) eine strenge 
Analyse entwickelt, welche jedoch zeigt, daß zwischen den beiden 

Wahrscheinlichkeiten, sofern nur — ein kleiner Bruch, in jeder 

Ziehung also nur ein kleiner Teil der Nummern gezogen wird, ein 
sehr geringer Unterschied besteht. 

Rechnet man für n =• 90, r = 5 und P ^ -z- die Zahl i der 

Ziehungen aus der Gleichung (1), wofür sich 

^og^^ 

y2 — 1 



log 90 — log 85 



ergibt, so erhält man i = 85,20 • • •; die strenge Rechnung im Sinne 
der Laplaceschen Auffassung liefert i = 85,53 • • •. Die numerisch 
sehr wenig voneinander abweichenden Resultate sind praktisch gleich- 
bedeutend; beide besagen, daß es Yorteilhaft ist, Eins gegen Eins zu 
wetten, daß in 86 aufeinander folgenden Ziehungen alle 90 Nummern 
erschienen sein werden, während die gleiche Wette auf 85 Ziehungen 
nicht vorteilhaft wäre. 

38. Beispiel XXII, Die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß 
eine Lotterieziehung aus lauter einziffrigen, aus vier einziffrigen und 
einer zweizifprigen, • • • schließlich aus lauter zweiziffrigen dummem bestehe. 

Daß im ersten Zuge eine einziffrige Nummer erscheint, hat die 

Wahrscheinlichkeit ^ä; ist dies eingetreteten, so hat eine einziffrige 



1) Theorie anal, des prob., Art. 4. 
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... 8 
Nummer im zweiten Zuge die Wahrscheinlichkeit ^ usw.; die Wahr- 
scheinlichkeit einer aus lauter einziffiigen Nummern zusammengesetzten 
Ziehung ist daher 

98766 iTv Ö*/-^ 

symbolisch 



90 89 88 87 86' •'J'""^""^" 90 »/-l 

Bei einer Ziehung der zweiten Gattung nehmen wir zuerst an, 
daß die einzifi&igen Nummern vorangehen; ihre Wahrscheinlichkeit 
hat dann den Ausdruck: 

90 ' 89 ■ 88 * 87 * 86 ' 

för jede andere Anordnung der ein- und zweizifirigen Nummern er- 
halt man denselben Wert, so z. B., wenn die zweiziffrige Nummer an 
erster Stelle erscheinen soll: 

81 ^ 8 ^ ^ 
9Ö * 89 ' 88 * 87 * 86' 

was nur der Form nach von dem früheren Ausdruck verschieden ist; 
da es nun tt ^ ^ verschiedene Anordnungen gibt, so ist die vollständige 
Wahrscheinlichkeit einer Ziehung mit bloß einer zweiziflfrigen Nummer: 

. 9^/-^ 81 
90^^-1 

Durch analoge Schlüsse ergeben sich für die vier noch übrigen 
Gattungen von Ziehungen die Wahrscheinlichkeiten: 

^h^i^lVj^ a2/-iQ^3/-i 9.81^-^ 81^/-^ 

Die Ausrechnung liefert für die sechs bezeichneten Gattungen die 
folgenden Wahrscheinlichkeitswerte: 

0,000003 
0,000232 
0,006193 
0,069888 
0,340703 
0,582981 

Summe 1. 

Bezüglich der ersten und letzten Gattung vgl. Nr. 19. 
39. Beispiel XXm. Über zwei er^tgegengesetzte Ereignisse JB, E 
mit den WahrscheinlichJceiten p, J (= 1 — J?) werden s Versuche oder 
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Beöbdcktungen angestellt Wie groß ist die WahrscTmiüicJikeit, daß sich 
das Ereignis E dabei m(:^s)'mal und das Ereignis E n (^ s —my mal 
in was ifkmer für einer Reihenfolge eutragen werde? 

Irgend eine Kombination der Ereignisse £, E, welche s Elemente 
nm£Eißt nnd in der E m-mal, E n-mal vorkommt, hat zur Wahr- 
scheinlichkeit ein Produkt von s Faktoren, wovon m gleich p und n gleich g 
sind, so daß, _p'"g'* der einfachste Ausdruck dieses Produktes ist. 

Kombinationen von dieser Art gibt es aber so viele, als s Ele- 
mente, worunter m gleiche einer Art und n gleiche einer andern Art 

vorkommen, Permutationen ergeben, d. i. — r-r* 
' ° ' m\n\ 

Da jeder solchen Anordnung die Wahrscheinlichkeit p^q^ zu- 
kommt, so ist die totale Wahrscheinlichkeit, daß die Ereignisse E, E 
in den Anzahlen m, w in was immer für einer Ordnung sich wieder- 
holen werden, dargestellt durch 

m(ß-E'^)=^^rr- (1) 

Dieser Ausdruck ist das allgemeine Glied der Entwicklung von 
(p + g)*, welche lautet: 

+ g)' = i>*+ (;)i>'-'ff + (2)i>-'2'+ • ' • +(^)i>'"2"+ • • +2* 
oder mit anderer Schreibung der Koeffizienten: 

(2) 

Jedes Glied dieser Entwicklung hat sonach eine bestimmte wahrschein- 
lichkeitstheoretische Bedeutung. So stellt das erste Glied die Wahr- 
scheinlichkeit dar, daß in allen s Versuchen das Ereignis E auftreten 
werde; das zweite Glied die Wahrscheinlichkeit, daß E sich 5— 1-mal 
wiederholen und E einmal zutragen werde, gleichgültig ob E an erster, 
zweiter • • • oder letzter Stelle erscheint usw.; das letzte Glied gibt 
die Wahrscheinlichkeit der beständigen Wiederholung von E, 

Weil p + q= 1, so ist die Summe sämtlicher Glieder der Ent- 
wicklung gleich 1, was mit der Tatsache übereinstimmt, daß von 
den den Gliedern entsprechenden Ereignisverbindungen nur eine ein- 
treten kann und eine notwendig eintreten muß. 

40. Beispiel XZTV. Zwei Spider^ Ä und B, brechen ein Spiel 
in dem Augenblicke ab, wo dem ersten noch m, dem zweiien noch n Partien 
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eum Gewinnen des Spieles fehlen. Wie haben sie sich in den Einsatz 
jgu teilen, wenn p, q die hezüglichen WaktscheinlichJceiten für das Getvinnen 
einer Partie sind? 

Die Teilung hat billigerweise im Verhältnis der Wahrscheinlich- 
keiten zu erfolgen^ welche die Spieler besitzen^ das Spiel zu gewinnen; 
es kommt daher auf die Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeiten an, 
die wir mit P, Q bezeichnen wollen. 

Die Lösung kann nach verschiedenen Methoden erfolgen. 

Man kann von dem Gedanken ausgehen ^ daß das Spiel sicher 
zur Entscheidung kommen müßte, wenn es um m + w — 1 Partien 
foi-tgesetzt würde; denn einer der Spieler gewänne dann sicher die 
ihm noch fehlenden Partien. Die Entscheidung fiele zugunsten des 
A aus, wenn er alle diese Partien, oder eine weniger oder zwei 
weniger usw., mindestens aber die ihm fehlenden m Partien ge- 
wänne. Setzt man zur Abkürzung m -{- n — 1 = r und entwickelt 
(p + qY, so geben jene Glieder, in welchen der Exponent von p 
gleich r, r — 1, r — 2, • • • m ist, die den angeführten Modalitäten ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeiten, und die Summe dieser Glieder ist 
die vollständige Wahrscheinlichkeit P, daß Ä gewinnen würde; also ist 

P'P' + {[) p-'i + (l)p'-'9' + •■•+ {nli)p'"^-'- (1) 

Die Summe der übrigen Glieder gibt Q] da jedoch, wie wir voraus- 
setzen, ^ + g = 1 ist, so ist auch P -\- Q ^ 1, daher ^ =- 1 — P. 

Gegen diese Lösung könnte die Bemerkung gemacht werden, daß 
die Entscheidung des Spieles unter Umständen schon nach einer kleineren 
Anzahl von Partien fallen könnte als m + n — 1. 

Die geringste Zahl von Partien, um welche das Spiel fortgesetzt 
werden müßte, damit Ä gewinnen könne, ist m, und zwar müßte Ä 
alle diese Partien gewinnen, wofür die Wahrscheinlichkeit 

ptn 

ist. 

Tritt dies nicht ein, so kann ^ in m + 1 Partien gewinnen, wenn 
nur eine davon, jedoch nicht die letzte, an B fällt; denn sonst hätte 
Ä schon mit der m-ten Partie gewonnen gehabt; da somit für B noch 
m Plätze frei bleiben, so ist die Wahrscheinlichkeit für diesen Modus 
des Gewinnens 

mp^q. 

Gewinnt Ä auch in w + 1 Partien nicht, so kann er in m + 2 
Partien gewinnen, wenn dem B nur zwei Partien zufallen, jedoch so, 
daß er nicht als letzter gewinnt; denn sonst hätte Ä schon mit m + 1 
oder gar mit m Partien gewonnen gehabt; da sich nun m — 1 6e- 
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winne des A und 2 Grewinne des J5 auf die m + 1 ersten Plätze auf 
(m^^!2! "^ \ «2 -^®^ verteilen können, so gewinnt A unter den 
gegenwärtigen Voraussetzungen mit der Wahrscheinlichkeit 

Durch ähnliche Schlüsse findet man die Wahrscheinlichkeit, daß 
-4 in m + 3 Partien gewinnt, wenn er nicht schon früher gewonnen 
hat, gleich 

w(m + l)(m + 2) 3 
12.3 ^ ^ • 

So fortfahrend, kommt man schließlich zu der Anzahl m + w — 1 = r 
von Partien; mit diesen vnuß aber A das Spiel gewinnen, wenn es 
nicht schon früher zu seinen Gunsten beendigt worden ist; da der 
Fall, daß B die letzte Partie gewinnt, wieder ausgeschlossen ist, und 
da sich die m — 1 Partien des A und die n — 1 Partien des B auf 

die r — 1 ersten Platze in -, V,,, — -ri = — ^ ' ' ^ ^, ver- 

(m — 1) ! (w — 1) ! 1 • 2 . . . (w — 1) 

schiedenen Arten verteilen können, so entspricht diesem Modus des 

Gewinnens die Wahrscheinlichkeit 

m( m+l)--(r- l) 1 

l,2...(ti — 1) -^^ ^ • 

Die vollständige Wahrscheinlichkeit ist sonach 

Dieser Ausdruck ist aber wegen p + g = 1 gleichwertig mit dem 
I Ausdruck (1), wie man sich überzeugt, wenn man aus dem letzteren 
^ heraushebt, innerhalb der Klammer p durch g ausdrückt und nach 
Potenzen von g ordnet. 

Das vorliegende Problem nimmt in der Literatur unter den 
Namen „problfeme des partis", „problem of points" und „Teilungs- 
problem'^ einen hervorragenden Platz ein. Es war eines der ersten, 
die gestellt und gelöst worden sind. Derselbe Chevalier de Mere, 
von dem in Nr. 24 die Rede war, hatte es Pascal^) vorgelegt, und 
dieser teilte es Permat*) mit. Beide gaben von verschiedenen Ge- 
sichtspunkten ausgehende Lösungen, jedoch der Stellung der Aufgabe 
entsprechend nur für besondere Werte von m und n und unter der 

1) CEuTres de B. Pascal (Paris, Hachette) 1858, t. II, p. 393. Der Brief- 
wechsel zwischen Pascal und Permat über das Problem fällt in das Jahr 1654 
und findet sich in demselben Werke 1. 11, p. 392 — 407 wiedergegeben. 

2) P. Fermat, Varia opera mathematica (1679). 
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Voraussetzung, daß für beide Spieler das Gewinnen der Partie gleich 
wahrscheinlich sei. An dieser letzteren Voraussetzung hielten auch 
Huygens^) und J. BernouUi fest. Letzterer gab auf dieser Grund- 
lage eine Tafel*) der Wahrscheinlichkeiten P fär alle Kombinationen, 
wo dem J. 1 bis 9 und dem B 1 his 1 Partien fehlen; nachstehend 
ist ein Bruchstück der Tafel mitgeteilt, das sich mechanisch leicht 
fortsetzen läßt.') 
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Erst Moivre*) hat die Voraussetzung i? = g' = y aufgegeben. 
Die allgemeine Lösung ist zuerst von Montmort^) in den beiden 
Formen (1) und (2) veröffentlicht worden. Die erste dieser Formeln 
beruht auf dem von Fermat angegebenen Gedanken. 

Von einem andern Gedanken, der zu einer in späterer Zeit viel- 
fach angewandten Methode der Lösung von Wahrscheinlichkeitspro- 
blemen geführt hat, war Pascal ausgegangen. Man bezeichne die 
Wahrscheinlichkeit des Gewinnens für A, wenn ihm m Partien und 
seinem Gegner n Partien fehlen, mit y^ ^ und denke sich das Spiel 
noch um eine Partie fortgesetzt; A kann das Spiel gewinnen, wenn 
er diese Partie und auf der neuen Grundlage das Spiel gewinnt, wo- 
für die Wahrscheinlichkeit py^^i „ ist; er kann es aber auch ge- 

1) Ch. Huygens, De Ratiociniis in Ludo Aleae (1657). S. auch J. Ber- 
nouUi, Ars conjectandi (1713), pars prima. 

2) Ars conjectandi, p. 16 (Ostwalds Klassiker Nr. 107, p. 18). 

3) Das Fortschreiten der ersten Kolonne und Zeile ist unmittelbar ersicht- 
lich; jede andere Zahl ist das arithmetische Mittel aus den ihr links und oben 
benachbarten. 

4) Doctrine of chances (1718, 1738, 1756), p. 18. 

5) Essai d' Analyse sur les Jeux de Hasards (1714), p. 282—248. 
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winnen^ wenn er diese Partie verliert, das Spiel aber trotzdem auf der 
neuen Grundlage gewinnt, wofür die Wahrscheinliclikeit qy^ ^_^ ist; 
mithin bestellt die Gleichung: 

Vran^ Vym-l,n+ aym,n-l' (3) 

Nun ist 

Vu-Py y%i-p^^ Vzi-p^ y4i = i^S*- 

weil yo.a"^ 1 ^^^ VsyO"^^ is^? ^^ ^ sicher gewinnt, wenn ihm keine 
Partie, undunmöglicn gewinnen kann, wenn dem 5 keine Partie mehr fehlt; 
mit Hilfe derselben Bemerkung ergibt sich: 

»12= P +M. yn=^P +P2+Pa^ 2/u = 1> + P« + m^ + mS • • • 
und weiter: 

^33 =i''(l + 3g + ßg"), y^ =p\l + 4g + lOg»),- • • 

Auf diese Weise kann man zu jedem beUebigen y^^ = P fortschreiten. 

41. Beispiel ZZV. Über n Paare gleichartiger entgegengesetzter 
Ereignisse E^, JS,., deren Wahrscheinlichkeiten p^, g',- = 1 — Pi sind, tvird 
eine Beobachtung oder ein Versuch angestellt Wie groß ist die Währ- 
schdnlichkeity daß genau h von den Ereignissen E, und wie groß die 
Wahrscheinlichkeit, daß mindestens k von den Ereignissen E eintreffen? 

Zur Erläuterung des Problems möge das folgende Beispiel dienen, 
dessen Lösung am Schlüsse wird gegeben werden. Es liegen fünf 
äußerlich gleiche Urnen U^ mit folgendem Inhalte vor: 

Ui enthält 3 weiße, 2 schwarze Kugeln, 

Da „ 2 „ 1 „ Kugel, 

TT 4 1 

U^ „ 1 „ 2 „ Kugeln, 

f^ ?; 2 „ 2 „ 7j ; 

man zieht aus jeder Urne eine Kugel heraus; wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß sich unter den 5 gezogenen Kugeln genau 3, und 
daß sich darunter mindestens 3 weiße Kugeln befinden? 

Um die erste Wahrscheinlichkeit — sie heiße Xo(E^) — zu finden, 
hätte man auf alle möglichen Arten Produkte von k Faktoren p^ und 
n — k Paktoren g^ zu bilden und zu summieren; demnach kann P^ 
symbolisch durch die Formel 

tt)(i?*) = 2VaPß '"P,'m^'-Qv H) 

dargestellt werden, wobei sich die Summenbildung auf alle Kombi- 
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nationeu a, /3, • • • x der Elemente 1, 2, • • • w zur Jc-ten Klasse bezieht; 
X, fij' ' ' V sind die jeweilen in der Kombination nicht vorhandenen 
Elemente. 

Man kann aber to(E^) auch durch die p^ allein darstellen, indem 
man schreibt: 

»(£*) = :^p^^ . • •p.il -p,)il -P,)---{1 -1),); (2) 

entwickelt man das Produkt hinter dem Summenzeichen, so entstehen 
Produkte der ^^ zu je Ä, je Ä; -f 1, • • • bis zu n Faktoren, und bei der 
darauf folgenden Summierung treten die Summen 

derartiger Produkte auf. Die Produkte von Je Faktoren kommen nur 
je einmal vor, ihre Summe Sj^ erhält daher den Koeffizienten 1; jedes 
Produkt von mehr als k Faktoren tritt mehrfach auf, weil es auf 
mehrere Arten entstehen kann; so z. B. entsteht das Produkt 
PiPi ' ' • PkPk-\'t ßicht bloß bei Entwicklung des Produktes 

P1P2 ' • PkO- -Ä+i)(l -Pk+2) • • • (1 -Pn)y 

sondern auch bei der Entwicklung jedes Produktes, dessen k erste 
Faktoren eine Kombination der Ä;-ten Klasse aus den Elementen 
Pi7 Piy ' ' ' Pky Pk+i l^iWen; jede der Summen von ä^^j aufwärts erhält 
somit einen von 1 verschiedenen Koeffizienten, so daß in entwickelter 
Form 

^{E') ^S,+ AS,^, + Ä,S,^, + . . . + A^^A (3) 

sein wird. 

Die Koeffizienten A^, -4^? • • • hängen von den p^ nicht ab, bleiben 
also dieselben, wenn man alle p^ als gleich und gleich p voraussetzt; 
dann aber verwandelt sich die unentwickelte Summe (2) in 

g)p*(l-i,)»-*, (4) 

und die entwickelte Summe (3) geht, weil nun 

wird, über in 

Durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von p in (4) 
und (5) ergeben sich zur Bestimmung der A die Gleichungen: 
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-C)C7')-aU,), OCTV^t:.). 

- (") r 71 - ag ; .). • ■ • (- v-t)C-t) = A-.; 

ans diesen berechnet sich 

Somit ist schließlich 
tu(£*) = S,-(* + ')s,^, + f + >,H.,---- + (-l)'-*(, !.,)««. (6) 
Entwickelt man den algebraischen Ausdruck 



(1 + 5)*+^' 

in welchem S das Zeichen für eine beliebige Größe vorstellt, so er- 
gibt sich: 



4m-«*(i + ^-<*^^^ 



= Ä*-(* + y+^+(* + y»+«-...+ (-l)-*(^!.,)-S»...; 
daher kann symbolisch 

Xt)(E') = ^— (7) 

gesetzt werden, wenn man festsetzt, daß die Entwicklung von 
(1 + S)-(*+^) bei dem Gliede mit /S""* abgebrochen und nachher jedes 
S*" durch S^ ersetzt wird. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß mindestens Je Ereignisse der Gattung E 
eintreten, ist die vollstöndige Wahrscheinlichkeit dafür, daß genau k 
oder genau Ä + 1 • • • oder genau n dieser Ereignisse eintreflfen; be- 
zeichnet man sie also mit SB(J?*), so ist 

3B(E*) = to{E') + tt)(i;*+0 + . . . + tt)(i?«) 

-s.-CI>..,+C+>.*.+-+(-i)-(„:»)s. 

+fr)«...-fi>...+-+(-')-'-c-:-.)«. 

+f+>».-+(-l)-*-'(»J-J«. 
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nun hat man aber 

(*r)-('r)-e)-et')-o-o-o-oi 
er)-etv('t^) 
-er)-('r)-('t')+('tvet')-('f).- 

Demzufolge ist endgültig 

2B(E*) = S,- (J)S,^, + f + >*^, -.. + (-i)-*(;;il)Än.(8) 

Vergleicht man dies wie oben mit der Entwicklung: 



-^, = Ä*(l + S)-* 



= S*_(J)ä»+i + (* + i)s*+^ — .. + (-l)-*(;-J)s^ + -, 
so ergibt sich die symbolische Darstellung: 

In dem eingangs aufgestellten Urnenbeispiel ist w = 5 und fc => 3, 

■ HE') = (y|^, =- Äa - 4S4 + IOÄ5, 

2B(^«) = (-^, - S, - 3S,+ 6S,; 
weiter 

^8 ^PlPiPs + P1P2P4. + PlPiPb + P1P9P4. + PiPzPh + PlPiPb 
+ i>22>8P4 + P%PzPh + Äi>4Ä + PzPiPh - -^7 

^4 ==- i>lfti>3i>4 + i>ll>2l>8l>5 + Pll>8l>4P5 + PlPzP^Ph 

226 
+ i?2BP4P6=45Ö; 

^6=Äi>2P8i^4l>6==45Ö' 

^eü i)i = \ , ^j, =« A, |>3 =. A, ^^ = -1, |>5 = i- ist; demnach ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß genau 3 weiße Kugeln gezogen werden: 
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HE')- iTd - ^ • 45Ö + 1^ • 46Ö ^ 9Ö 

und die WahrscheinlicU^eit, daß mindestens 3 weiße Kugeln erscheinen: 

^(^ )=-45Ö- 3 -460 + ^- 460=^90- 

42. Beispiel XXTI. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu hestimmen, 
mit n Würfeln eine bestimmte Summe zu werfen. 

In dem Polynom -jx^ + -jX^ + -^o^ + -^x^ + -^a^ + -^x^ sind die 

Fälle, welche sich mit einem Würfel zutragen können, und ihre Wahr- 
scheinlichkeiten in eigentümlicher Weise zum Ausdruck gebracht: der 
Exponent des Hilfsbuchstaben x bedeutet die Anzahl Augen und der 
Eoef&zient die Wahrscheinlichkeit, daß diese Anzahl sich einstelle. 

Multipliziert man das Polynom mit sich selbst und ordnet das 
Produkt nach den Potenzen von x, so werden die Exponenten addiert, 
die Koeffizienten der miteinander multiplizierten Glieder multipliziert 
und die Koeffizienten gleicher Potenzen zu einer Summe vereinigt; 
die Rechnung geht also nach solchen Regeln vor sich, daß der Koeffi- 
zient von x^ in dem entwickelten Produkt unmittelbar die Wahrschein- 
lichkeit angibt, daß mit zwei Würfeln die Summe s getroffen werde. 
Multipliziert man das Produkt aufs neue mit dem Polynom, so gibt 
in der nach Potenzen von x geordneten Entwicklung der Koeffizient 
von x^ aus den gleichen Gründen die Wahrscheinlichkeit an, daß mit 
drei Würfeln die Summe s erzielt werde. 

Allgemein wird demnach der Koeffizient von x^ in der Ent- 
wicklung von 

die Wahrscheinlichkeit vorstellen, daß mit n Würfeln die Summe ^ 

falle. Sondert man den Nenner 6" ab^ der die möglichen FäUa. 

zählt, die sich bei einem Wurfe mit n Würfeln zutragen körnen, 
so bleibt 

{x> + x^ + x^ + oi^ + x^ •{-x^'', 

und nunmehr zählt der Koeffizient von x^ die der Sunmie s günstigen 
Fälle. 

Dies ist die mathematische Grundlage des mechanischen Ver- 
fahrens, welches J. Bernoulli ^) zur Bestimmung der den verschiedenen 
Summen günstigen Fälle angegeben hat; das Verfahren ist nichts 
anderes als die schematische Bildung der Koeffizienten, welche sich 



1) Ars conjectandi, p. 24 (Ostwalds Klassiker Nr. 107, p. 27). i 
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bei der sukzessiven Multiplikation des Polynoms x^ + x^-\ h ^* mit 

sich selbst ergeben; es ist aus der folgenden Tabelle; welche bis zu 
3 Würfeln od^r 3 Würfen mit einem Würfel reicht, zu ersehen. Dem 
Multiplikationsverfahren entsprechend ist die Eoeffizientenreihe jedes- 
mal sechsmal untereinander geschrieben mit gleichzeitiger Yorrückung 
um eine Stelle; darauf erfolgt kolonnenweise Addition. 

Summen: 
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Aus dieser Tabelle entnimmt man z. B.^ daß die Summe 5 mit 
einem Würfel auf 1, mit zwei Würfeln auf 4, mit drei Würfeln auf 
6 Arten entstehen kann^ so daß ihr in den drei Fällen die Wahr- 

scheinlichkeit y? äg» öT« zukommt^ (^gl- hierzu Nr. 14 und 15.) 

48. Beispiel XXVII. In einer Urne befinden sich n + 1 mit 
den Nummern 0, 1, 2, • • • w bezeichnete Kugdn; m>an führt nachein- 
ander i Ziehungen aus und legt jedesmal die gezogene Kugd, na(^hdem 
man ihre Nummer notiert hat, eu/rücTc. Welches ist die Wahrscheinlich^ 
keit, daß die Summe der erschienenen Nummern s sei? 

Diese Aufgabe, in der man unschwer eine Verallgemeinerung 
der vorigen Würfelaufgabe erkennt, wird in der Literatur als Moivres 
Problem bezeichnet, weil Moivre ihre allgemeine Lösung zuerst 
veröffentlicht hat. ^) Der Gedanke, auf welchen er die Lösung ge- 
gründet hat, ist der in der vorigen Nummer entwickelte: Die Zahl der 
Arten, auf welche die Summe s entstehen kann, ist durch den Koeffi- 
zienten von af in der Entwicklung von 



1) A. de Moivre, De mensura sortis (1711), p. 364, und Miscellanea ana- 
lytica (1730), p. 191 ff. r^ T 
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{x^ + x^ + x^ + — hof^y (1) 

bezeichnet; und da (n + 1)* die Anzahl der möglichen Fälle ist, so 
erhSlt man die. y'erlangte Wahrscheinlichkeit durch Divisioxi jeiied 
Koeffizienten mit (n + 1)'. 

Mun läßt sich der Ausdruck (1), wenn man die in der E[lammer 
eingeschlossene geometrische Reihe summiert, umformen in: 

(1 - a;«+7(l - x)-' -= [l - iV+^ + (2) ^"*"^' - (a)^""^' + ' ' •] 

><[l + i.+ f + >^+f+>» + ...]. 

Bei der AusfQhrung dieser Multiplikation entstehen Glieder mit af 
dadurch, daß man 

das 1. Glied des ersten Faktors multipliziert mit dem Gliede { ) ^ 

des zweiten Faktors, 

das 2. Glied des ersten Faktors multipl. m. d. Gliede r _ ^T ) ^ "" * "" ^ 

des zweiten Faktors, 
das 3. Glied des ersten Faktors multipliziert mit dem Gliede 

l "*'*"r ^'Z )ic*-*«-* des zweiten Faktors, 
mithin ist der Koeffizient von x* gleich 

f+r')-(;)(*i-:-7VG:)('ii7::7')— •' w 

darin ist 

(i + 8-^l\^ {i + 8-l)l (g+l)(g+2)...(g + t~l) 
\ 8 / «I(t— 1)! "" 1 . 2 ... (t — 1) 

/» + g — n— 2\ (t-i-g^n — 2)1 (s— n)(g — n + 1) ... (g — n + t — 2) 
\ » — n — 1 / (« — n — 1)!(»— l)l"" 1.2...(»--1) 

/t + g — 2n — 8\ (t + g — 2n — 8)! (g -- 2n — 1) (g — 2n) « » • (s — 2n+t — 8) 
V »~2n — 2 /""(«— 2n— 2)1 (»—1)1 "" 1.2...(» — 1) 

80 daß för (2) auch 

(g+l)(g + 2)...(g + t-l) _ /»\ (5-n)(g-n+l).-.(g-n + t-2) 
1.2...(t— 1) \1/ 1.2...(» — 1) 

/»X (g — 2n — l)(g-~2n) • .. (s — 2n + » — 3) 
"*■ \2/ 1-2... (t — 1) 

geschrieben werden kann; die Reihe bricht ab, sobald im Zähler 
negative Faktoren auftreten sollten. 
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Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist dernnfich 

^'^(n + l/l 1.2. ..(.•-!) Vi; 1.8...(»-1) 

+ U; 12. ..(»-1) r w 

Wären z. B. in einer Urne 11 mit 0, 1, 2, • • • 10 beschriebene 
Zettel, und würde man dreimal einen Zettel ziehen, so bestünde für 
die Summe 26 Wahrscheinlichkeit 

p 1 f 26 . 27 3 16 . 16 8 .2 4 . 6 | 21 ^. 

25 *=• ii5\ 1.2 1 12 "^121. 2/'" 1331 ' ^ 

Das Moivresche Problem läßt eine wichtige Verallgemeinerung 
in folgender Bichtung zu. Während nach seiner bisherigen Fassung 
jeder Zug oder Versuch nur einen Wert aus der gan^zahligen Reihe 
von biß n ergeben konnte, möge nun jeder reelle Zahlenwert aus 
einem bezeichneten Intervall (0, N) zulässig und jeder an sich gleich 
wahrscheinlich sein; die Summe S der Ergebnisse von i Versuchen 
kann dann jede reelle Zahl aus dem Intervall (0, iN) sein. Um 



1) Um auf den Fall überzugehen, daß die Bezeichnung der Kugeln oder 
Zettel statt mit mit 1 beginnt und daher bis n -|r 1 fortschreitet, braucht man 
sich nur auf jeder Kugel die Nummer um 1 erhöHt zu denken; dadurch erhöht 
sich die Summe aus i Ziehungen um i und wird 8-\-i statt 8; nenut miui sie 
nunmehr «', so ist s = s' — i zu setzen, und Formel (3), die nun auch, die 
Wahrscheinlicheit dieser Summe bestimmt, verwand elt sich in: 

p 1 a8'^i+l){8'^i + 2)-.-{8'^l) 

'' (n + l)^ 1.2...(»-1) 

(5' — t — n) (s' — - » — n + 1) • • . (s' — n — 2) 



1.2...(t-l) 
{8 — t — 2n — 1) (s' — t — 2n) " • (/ -- 2n — 8) 



, (i\ («' — «•— 2w — 1)(8' — «• — 2w)---(g' — 2w — 8) 1 ,n±s 

■•"Uj 1.2.. .(»•-!) )• ^^'' 

Diese Formel stellt nun auch die allgemeine Lösung des Würfelproblems in 
Nr. 42 dar. Um beispielsweise die Wahrscheinlichkeit zu finden, mit 3 Würfeln 
die Summe 8 zu werfen, hat man n = 5, t = 3, s'^8, und man erhält: 

1 6-7_ 21 
8 "^ 6»" 1 . 2 "" 216 

in Übereinstimmung mit der dort mitgeteilten Tafel; und um die Wahrschein- 
lichkeit zu berechnen, mit 6 Würfeln die Summe 15 zu treffen, für welche die 
Tafel nicht ausreicht, hat man n=»Ö, « = 6, $' = 15 zu setzen und findet: 



_ 1 f 10 » 11 ' 12 » 18 • 14 6 4 ■ 5 ♦ 6 • 7 » 8 I 
"~"6Ml.2.3.4.5 II.2.8.4.5J 



1666 833 



46656 23328 
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nun die Wahrscheinliclikeit eines bestimmten Wertes 8 dieser Summe 
za gewiiine% ändern wir zxmachst die Bedingungen der Aufgabe dfthin 
ab, daß die Kugeln in der Urne statt mit 0, 1, 3, • • • n mit 06^ 
10, 29, • •« n6 bezeichnet seien; P, ist dann die WahrscheinlicUceii^ 
daß sich in i Ziehungen die Summe sO ergibt, und ihr Ausdruck kan% 
damit er diese Summe enthalte, umgeformt werden in: 

p e ( (ßS + 6) (g6 + 20) > » » (8$ + %e — 6) 

_ /*\ (g^ — nS) (sß — ne + e)'" (sS ^ne + ie — 26) 
Vi/ (n6 + 6)'"^ 

/♦\ (gg— 2n6-^n6)(g6--an0)»-'(ge — 2n e + t6~-86) \ 

Laßt man nun n und s ins Unendliche wachsen, gleichzeitig gegen 
Null abnehmen, jedoch so, daß 

limnö«^, lim5Ö — 5 

wird, so bedeutet N die höchste unter den möglichen Zahlen, 8 die 
Summe der aus i Ziehungen stammenden Zahlen und 

e^dS 

die geringste Änderung^ welcher diese Summe fähig ist. Das Resultat 
dieses Grenzüberganges: 

'.-rT^^iy^i(r'-(;)(i->r'+(j)(i-r'-i 

ist zu deuten als Wahrscheinlichkeit einer zwischen S und 8 + 
^8 + dS liegenden Summe; das Integral hiervon, genommen zwischen 
und S, bedeutet daün die totale Wahrscheinlichkeit, daß die Summe 
in eines der Intervalle (0, 0) oder (d, 29), • • • oder (S — 9, 8), d. h. 
die Wahrscheinlichkeit, daß sie zwischen und 8 falle; diese ist 
sonach 

^-r^<i(i)'-(;){4-')'+ö(^-2)'--)- W 

Die Entwicklung ist so weit 2U führen^ als die Differenzen positiv 
bleiben. 

Auf diese Formel hat Laplace^) die Lösung einer Frage ge* 
gründet, die mit einer 1732 und 1734 von der Pariser Akademie 
gestellten Preisaufgabe zusammenhängt. Die Summe der Neigungen 



1) Theorie analyt., Ait. 18. 

Digitized by VjOOQIC 



70 -Erster Teil. Wahrschemlichkeitatiieorie. 

der 10 Planetenbahnen gegen die Ekliptik war zu Beginn des Torig^ 
Jahrhimderts mit 91^41 87 Zentesimalgraden bestimmt; diese SuinmQ ist 
bemerkenswerterweise kleiner als die Neigung einer einzelnen Bahn 
sein Tcönnte. Man kann nun die Frage iftufstellen: Wären -jene Babneh 
^in Werk. des Zufalls und bestünde kein Grund, warum ein^Wert der 
Neigung zwischen 0^ und 100^ leichter möglich sein soUte als ein 
anderer, welche Wahrscheinlichkeit bestünde dann, daß die Summe 
aller 10 Neigungen unter 92® liegt? Die Formel (4) ^t'' hierauf 
als Antwort: 

'92\io 



1 . 2 ... 10 



P -0,00000012. 



Besteht hingegen ein innerer Grund, der gerade diese Neigungen 
notwendig macht, dann kommt der beobachteten Summe die Wahr- 
scheinlichkeit 1 zu, die sich zur vorigen verhält etwa wie 25 Mil- 
lionen zu 3; dieses Resultat, so bemerkt Laplace, weist mit ßehv 
großer Wahrscheinlichkeit auf das Vorhandensein einer ursprünglichen 
Ursache hin, welche die Bewegung der Planeten so bestimmt hat, daß 
sich ihre Bahnen nahe der Ekliptik angeordnet haben. Übrigens hat 
Laplapre kür Verstärkung dieser Vermutung, wenn hier von Vermietung 
überhaupt gesprochen werden kann, auch auf den gleichen Umlauf- 
sinn der Planeten hingewiesen und die zusammengesetzte Wahrschein- 
lichkeit gerechnet, daß nicht nur die Summe der Neigungen unter 
der obigen Grenze liege^ sondern auch der Umlaufsinn derselbe s^, 
letzteres "wieder unter der Annahme, daß beide Bewegungsrichtungen 
gleich möglich seien. 

44r Pei8pi9l XX Vjjj.. Bei dem Bouillotespid werden jms 
einem SpM von '32' Blättern die Siebner, Zehfier und Buben aus- 
geschieden und von den übrigen Blättern je 3 an die vier Spieler ver- 
teiti; '.das 13, Blatt wird umgewendet Ein Spider hat einen Brdan^ 
wenn^er drei gleichartige Blätter (As, Könige o. dgt) erhält, und er 
hat einen Brdan carre, wenn die Blätter auch noch von der Art des 
umgewendeten sind. Es ist die Wahrscheinliehkeit zu bestimmen, 1) daß 
i bezeichnete Spieler einen Brelan haben; 2) daß i bezeichnete Spider 
und nur diese Brelan haben; 3) daß bei einer bestimmten Reihenfolge 
der, Spider, d^ inte e^rieri- Brelan^hat,' ohne, daß die vorausgehenden 
einen solchen besitzen. 

: : 1) Daß ein erster Spieler — und dies kann jeder von dei^ vier 
Spielern sein, weil die Art der Verteilung willkürlich ist — einen 
BrelW) «rbält,, hat die Wahrscheinlichkeit . ; 



denn welches Blatt er als erstes bekommt, die zwei, andetrn. Blatter 
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müssen Yon derselben Art sein; und solcher gibt, es nach dem ersten 
Blatt noch 3 unter 19, nach dem zweiten noch 2 unter 18. 

Soll ein zweiter Spieler einen Brelan erhalten, so darf er von 
den 17 noch übrigen Blattern als erstes dasjenijge nicht erhalten^ 
welches zu dem ersten Brelan als viertes gehört; da also ein Blatt 
ausgeschlossen ist, so beträgt die Wahrscheinlichkeit, daß aijißer dem 
ersten noch ein zweiter Spieler Brelan erhält, : ... 

• ^»-i'iSÄ'ä-Ä^i = 0,0004128. 

Durch ähnliche Schlüsse ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten 
jp^ 1)4 dafür, daß drei und daß alle vier Spieler einen Brelan er- 
halten, nämlich: ^ 

2) Die Wahrscheinlichkeit j?!, daß ein bezeichneter Spieler Brelan 
hat, besteht aus der Wahrscheinlichkeit t«;^', ^^^ ^^ allein ihn hat, 
ferner aus der Wahrscheinlichkeit 3^<;^^), daß er und ein- zweiter und 
nur diese zwei ihn haben, dann aus der Wahrscheinlichkeit Sm?,^), 
daß er und noch zwei andere und nur diese drei ihn haben, endlich 
aus der Wahrscheinlichkeit w?^«-^^, daß alle vier ihn haben; denn 
dies sind die voneinander unabhängigen Arten, auf Welche der be- 
zeichnete Spieler zu einem Brelan kommen kann; mithin ist 

. . Pi = % + 3«<^2 + ^^2 + ^4.; : ; ) 

ebenso erkennt man, daß 

endlich ist, wie schon bemerkt worden. 

Hieraus ergeben sich die Wahrscheinlichkeitep, daß ein, zwiei^ drei 
[er und nur diese einen Brelan erhalten: * ' 

«^T-i>i-3i^+32>8^i?4= 0,0163455, • 

M;jj«Pg-2p8 + i)4 -0,0003863, - ~ 

= 0,0000129. • '/ 



^,x. 



1) Der Koeffizient 3, rührt daher, daß der bezeiolmete Spieler mit drei 
andern, l)e2iebiingsweise mit drei Paaren aus den übrigen Spielern sich ver- 
binden kann;. ' 
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3) Die Wahncheiiiliclikeit P^^ daß der rierte Spieler einen Brelan 
erhält; ohne dafi die yorang^henden einen solchen haben^ fällt za- 
sammen mit der Währseheiiilichkeit w^^ daß ^in Spieler dlein einen 
Brelan macht. Die Wahrscheinlichkeit P5, daß der dritte Spieler in 
det Beihe Brekn inacht, ohne daß die Torangefaenden einen solchen 
erhaltet); setzt sich als Summe Züsamm^ ans der Wahrscheinlichkeit 
Wi, daß er ihn allein macht, nnd aus der Wahrscheinlichkeit w^, daß 
er ihn mit dem nachfolgenden Spieler zugleich erhält. Bei dem 
zweiten Spieler ist darauf zu achten , daß er Brelan entweder allein 
oder zusammen mit einem der beiden folgenden oder mit beiden zu- 
gleich haben kann. Der erste Spieler endlich kann entwedei* allein 
oder mit ein^m oder mit einem Paar der drei folgenden oder mit 
allen zugleich Brelan machen. Hiemach ist 

p^^w^ + w^^ 0,0167318 

P^^w^ + 2w^ + «c?8 = 0,0171310 

Pi = Wj + 3m;2 + 3 w?8 + ^4 - 0,0176438 . 

Die Wahrscheinlichkeit 77, daß mindestens ein Brelan zustande 
kommt, ist diö totale Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein oder daß zwei 
öder drei oder aUe vier Spieler Brelan erhalten, was beziehungsweise 
v^ieder auf 4, 6, 4 Arten und 1 Art geschehen kanii; mithin ist 

77 «= 4w;i + 6m;, + Aw^ + w^ -« 0,0677521 ; 

daraus folgt die Wahrscheinlichkeit, daß kein Brelan gemacht werde, 
mit 0,9322479. 

45. Beispiel XXIX. Im ^yTrenie et guarante^^ gmannten Spiele 
gibt es nur einen FcUl, welcher dem Bankhalter günstig ist; er besteht 
darin, daß zweiwuxl nacheinander die Summe 31 zustande kommt. Es 
ist die WahrscheinUchheit dieses Falles zu bestimmen. 

Das Spiel wird mit der Vereinigung mehrerer, durcheinander 
gemischter vollständiger Spiele von je 52 ^Karten ausgeführt, etwa mit 
8 Spielen oder 416 Karten. Die Figuren gelten 10, die übrigen 
Blätter entsprechend den auf ihnen verzeichneten Points. 

Die Karten werden einzeln aufgeschlagen so lange, bis eine 30 
übersteigende, höchstens also die Summe 40 entsteht. Derselbe Vor- 
gang wird ein zweites Mal wiederholt. Der Spieler wettet auf die 
erste oder die zweite Summe und gewinnt, wenn sie die größere von 
beiden ist. 

Kommen zwei gleiche Summen heraus, so ist das Spiel ungültig. 
Sind es aber zwei 31, so zieht der Bankhalter die Hälfte des Ein- 
satzes ein. Um die Wahrscheinlichkeit dieses Falles handelt es sich. 
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Die Lösung der Aufgabe würde sich außerordentlich verwickelt 
gestalten^ wollte man auf die Yeranderung Rücksitdit nehmen^ welche 
die Wahrscheinlichkeit einer Karte bestimmter Art während des Spieles 
erleiden kann je nach den vor ihr schon aufgeschlagenen Karten. Da aber 
der Einfluß dieser Veränderlichkeit auf das Endresultat vermöge der 
großen Gesamtzahl der Blätter und auch der großen Zahl der Blätter 
einer bestimmten Art nur unerheblich sein kann^ so darf man sich auf 
den Standpunkt stellen^ es bleibe die Wahrscheinlichkeit für eine Karte 
bestimmter Art, z. B. einen König, durch die ganze Dauer des Spiels 

dieselbe, — • 

Es bezeichne p^ die Wahrscheinlichkeit^ die Summe 8 zu machen. 
Die Summe 1 ergibt sich nur, wenn ein As gezogen wird, also ist 

Die Summe 2 kann entstehen^ entweder indem ein Zweier oder 
zweimal As gezogen wird^ also ist 

-^ "" 13 + iF "" 18 (^ + 13)' 

Für die Summe 3 gibt es drei Entstehungs weisen: entweder ein 
Dreier, oder ein As und ein Zweier, oder nach Erzielung der Summe 2 ' 
ein As; daher ist 

• ^» = 13 + iP + 13 (1 + lä) • 15 ^ 18 (1 + Is) • 

Die Summe 4 kann auf vier Arten entstehen; entweder wird ein 
Vierer gezogen, oder es folgt der Summe 1 ein Dreier, dar Summe 2 
ein Zweier oder der Summe 3 ein As; folglich ist 

^^=^13 + 18^^1+13^«+ 13''»"' isV^ + isj • 

Dies geht so fort bis zur Summe 9; entsprechend ihren neun Ent- 
stehungsarten ist 

^^* 18 + i8Ä+T8ft + "-+ 18*^8- 13 1^ + 13J- 

Von der Summe 10 ab ändert sich die Sachlage, weil viererlei 
veriehiedene Karten die Summe um 10 ethöheü können: Zehner, 
Buben, Kdniginneli und Könige. 

Die Summe 10 selbst kann entstehen, indem man einen Zehner 
zieht oder indem der Summe 1 ein Neuner, der Summe 2 ein Achter, 
• • • endlich der Summe 9 ein As folgt; demnach ist 
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1^10= ^ + _^0l +i>2 + ••• +P9). 



Für jede 10 übersteigende Summe gibt es folgende Entstehmigs- 
arten: entweder verbindet sich die Summe 5 — 10 mit einem Zehner 
oder es folgt der Summe 5 — 9 ein Neuner, der . Summe 5 — 8 ein 
/Achter • • • oder endlich der Summe 5 — 1 ein As;, hiemäch ist 



Pr 



4 



■10 



+ 7ö(P.-9 + 1^.-8+ • • • +i),-l), (S>10). 



Durch Benutzung dieser Formeln findet man sukzessive: 



Pi =0,076923 
i), = 0,082840 
p, = 0,089213 
p^ = 0,096075 
P5 =0,103465 
2)« = 0,111424 
p, = 0,119995 
ijg = 0,129226 
1)9 =0,139166 
jPio= 0,380641 



Pji= 0,139847 
p„ = 0,142454 
i>,, = 0,144905 
|),4 = 0,147180 
j,,5 = 0,140259 
l),e = 0,151124 
p„ = 0,152756 
i),8 = 0,154134 
2)29=0,155240 
1)«, = 0,168347 



1)„ = 0,119980 
i)ij = 0,124657 
ft, = 0,129344 
i>i^ = 0,134015 
i)i5 = 0,138639 
2)ie = 0,143181 
p„ = 0,147603 
Pij = 0,151856 
2)19 = 0,155890 
2),o - 0,212902 
2)si = 0,148060. 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, zweimal nacheinander 31 zu 

machen: 

; . 2>8i*= 0,0219220. 

Poisson*) fahrte die Rechnung mit Berücksichtigung der Ver- 
änderlichkeit der Wahrscheinlichkeiten durch und fand als angenäherten 
Wert 0,021967; dabei war vorausgesetzt, daß acht Kartenspiele zu- 
sammengelegt seien. Man erkennt hieraus, wie gering der Einfloß 
4er Yariationeh m der Anzahl der möglichen und günstigen Fälle 
während des Spieles ist. 

46. Beispiel yXX. Es liegen 5, äußerlich gleicJte Urnen vor; 
drei davon {Ä) renßialten je 3 weiße (w). tmd 2 schwaree (s) Kugeln, 
die zwei andern (B) je eine weiße und 3 schwarze Kugeln. Man zieht 
aus einer der , Urnen eine Kugel heraus, legt sw, ohne sie hesehen eu 
Jwibeny in eine andere Urne wnd zieht aus dieser, nachdem man ihre» 
Inhalt durcheinander gemengt, eine Kugdi Welches ist die Wahrst^ih 
lUMeit, daß sie weiß sei? ^ 



1) Snr le jeu de tte]ite\et quarante. Annal. de Gergonne, XVL 
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Das erwartete Ereignis kann auf 8 einander ausscUießende Arten 
eintrefiFbn, welche schematisch durch folgende Symbole dargestellt sind: 

AwAj ÄsA, ÄwB, ÄsB, 

BwÄ, BsA, BwBy BsB'y 

ÄwA bedeutet, daß die erste Kugel aus einer der Urnen A genommen 
wird, daß sie weiß sei und wieder in eine der Urnen A gelegt wird, 
aus der dann die zweite Ziehung gemacht wird; ähnlich die anderen 
Kombinationen. 

Jede der ^ht Entstehungsarten ist wieder als ein zusammen- 
gesetztes Ereignis • aufzufassen, bestehend aus yier einfachen Ereig- 
nissen; so erfordert die^ erste Entste&ungsart, daß man in eine Üme 

der. Grattung A greife. (Wahrscheinlichkeit yj, daß man aus ihr eine 
weiße Kugel nehme /W. — j, daß man diese in eine andere der 
Urnen J. lege rW. y) ^^ ^^^ ^^^ ft^s dieser, die dann 4 weiße 
und 2 schwarze Engeln enthält, eine weiße Eagel ziehe (W. -ö-)*^ 

Demnach ist die vollständige Wahrscheinlichkeit des erwarteten 
Ereignisses: . 

Aiii- A j_ A A JLi. j_ AI. JL A j_ A Ai. A ' 

6 5 3 8 "^ 5 5 2 2 ■'" 5 5 2 6 "^ 6 . ö 2 5 

j_A ^ AA4.AAAA4.AAAAj_AAAA = ^?L 

§ 4. Geometrische Wahrsoheinlichkeit. 

47. Brweitening der Wahrsoheinliohkeitsdeflnition. Es 

ist schon in Nr. 7 bemerkt worden, daß die dort gegebene Wahr- 
scheinlichkeitsdefinition den Wahr8cheinlichkeits|)egriff nicht erschöpft 
jond daher nicht zur Erledigung aller W^rscheinlichkeits&agen aus- 
reicht. Ja, es ist nur ein sehr kleiner Teil dieser Fragen, auf dei;i 
jene Definition, die deutlich die Spur ihrer Entstehung aus Glücks- 
spielen an sich trägt, zur Anwendung gebiracht werden kann; Glücks- 
Bpiele und ihnen analoge Einrichtungen bilden denn auch ihr vor- 
nehndiches Anwendungsgebiet. 

Sobald man über dieses hinausgreiffc, stellt sich die Notwendig- 
keit einer Modifikation oder einer Erweiterung der Definition ein. Jede 
erwriterte Definition muß aber, soll sie dem Begriff der Wahrschein- 
lichkeit gerecht werden, die ursprüngliche Definition mit umfassen. 
Tön, der Gestaltung der Definition hängt dann die mathematische Be- 
stimmung der Wahrscheinlichkeit ab. 
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Das tägliche Leben yeranlaflt xuis sehr häufig w^in auch nicht 
zn WahrBdieiiiliehkeitsbeftimmiuigeii^ so doch zu Wahrscheiulichkeits- 
Schätzungen. Wir urteilen über das Eintreffen oder Nichteintreffen 
eines Ereignisses auf Grand allgemeiner Erwägungen, bei denen wir 
uns durch erworbene Erfahrungen leiten, vielfach aber auch unseren 
Seelenzustand mit zu Worte kommen lassen; das Ergebnis wird nur 
ausnahmsweise eine numerische Wahrscheinlichkeit, sondern in der 
Regel lediglich eine allgemeine Aussage über die Großenbeziehung 
der Wahrscheinlichkeiten för das Eintreffen und das Nichteintreffen 
sein. Der subjektive Charakter eines so gewonnenen Resultates schließt 
einen erkenntnistheoretischen Wert desselben aus; unser Handeln ist 
aber durch dejlei abschätzende Urteile vielfach beeinflußt. Wenn z. B. 
jemand vor der Ausführung eines vom morgigen Wetter abhängigen 
Planes steht, so wird er auf Grund seiner allgemeinen Kenntnisse Über 
den Witterungsverlauf eine Schätzung der Aussichten auf gutes oder 
schlechtes Wetter vornehmen; der lebhafte Wunsch, den Plan aus- 
führen zu können, die Furcht, ihn vereitelt zu sehen, werden auf die 
Schätzung Einfluß Üben, ihr Ergebnis kann zum Aufgeben des Planes 
führen; ein Erkenntniswert kommt dem Resultat aber nicht zu. 

Solche Wahrscheinlichkeitsschätzungen subjektiven Charakters 
fallen außerhalb des Rahmens einer Theorie.^) 

Besitzt die einem Problem zugrunde liegende Materie eine solche 
Struktur, daß sie die Aufteilung von möglichen Fällen , die Abtren- 
nung von günstigen Fällen und die Angabe der relativen Möglichkeit 
der einzelnen FäUe gestattet, so ist eine apriorische Wahrscheinlich- 
keitshestimmunff im eigentlichen Sinne möglich, und ihr Erkenntnis- 
wert um so höher, je weniger willkürliche Momente in den angeführten 
Prozessen zur Geltung kommen; zur Gänze werden solche Momente, 
wo es sich um physische Vorgänge und nicht lediglich um kombina- 
torische Fragen handelt, wie sie etwa die Zahlentheorie bietet, sich 
nicht ausschließen lassen. 

Die Definition wird sich im vorliegenden Falle wie folgt gestalten: 

Können aus der Verwirklichung der allgemeinen Bedingungen die 
Fälle 

A^(i = 1, 2, • • • m) 
hervorgehen; besitzen unter diesen die Fälle 

^(x-l,2,...(/) 



1) R. Lämmel, Untersuchungen über die Ertnittlnng Ton Wahrscheinlich- 
keiten (Inaug.-Dissert., 1904), p. 2, bezeichnet derlei Schätzungen als inhtüite 
Methode der Wahrscheinlichkeitebedtinminng. Daa Wort Methode scheint mir 
nicht am Platze zu sein, weil es sich nicht um ein geregeltes Verfahren 
handelt. 
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diejenige Digenscbafk, welche ihren Eintritt zum Ereignis E stempelt; 
ist endlich durch die Werte der Funktion 

die relative Möglichkeit der Fälle gekennzeichnet; so ist 

m(E)^^ — (i) 

1 

In der Tat führt dieser Ansatz wieder zur ursprünglichen Defi- 
nition, wenn q>{i) konstant, die möglichen Fälle also gleich möglich 
sind, indem unter dieser Voraussetzung 

2S(E)-f (2) 

wird.^) 

48. XTnandlloh viele F&lle. Es handelt sich nun darum, ob 
der Wahrscheinlichkeitsbegriff eine natürliche Erklärung und die De- 
finition eine yernunftgemäße Erweiterung zuläßt, wenn es sich um 
Ereignisse handelt, die unendlich vieler Erscheinungsformen fähig sind. 

Stellen wir uns zunächst auf den Standpunkt, daß wir den ein- 
zelnen Erscheinungsformen Gleichberechtigung zusprechen, gleichgültig, 
ob aus zwingenden Gründen oder aus mangelndem Grunde einer gegen- 
teiUgen Annahme. Sagt man schlechthin, m und g seien unendlich, 

so ist mit dem Bruche — nichts anzufangen. Beschranken wir uns 

aber zunächst auf eine endliche Anzahl (i der möglichen Fälle und 

die in ihr auftretende Anzahl y günstiger Fälle, so hat der Bruch — 

einen bestimmten Wert; hört er nicht auf bestimmt zu sein, wenn /t, 
endlich bleibend, immer größer und größer wird, so mißt der Bruch 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses nach der gewöhnlichen Defi- 
nition, und konvergiert er dabei gegen eine bestimmte Grenze p, so 
entspricht es dem gesunden Menschenverstände, diese Grenze als die 
Wahrscheinlichkeit des betrachteten Ereignisses in dem Sinne zu 



1) B. Lämmel, 1. c, p. 16, bezeichnet den in dieser Definition normierten 
Vorgang als Hypothesenprozeß und erblickt in ihm den allgemeinen Typus der 
apriorischen Wahrscheinlichkeitsbestimmung. Er schematisiert ihn wie folgt: 
Hypothese IT, : Aufstellung der möglichen Fälle. 
Hypothese H^: Aufstellung der günstigen Fälle. 
Hypothese H^: Angabe des elementaren Gewichts der einzelnen Fälle 
oder der VdUnsfunktion q>{i). 
Als Hypothese H^ tritt dann die ßildungsweise von J©(-E) hinzu. 
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deuten, da«ß; wenn man [i Erscheinungsformen als möglich annimmt, 
wobei ft immer endlich bleibt^ die Wahrscheinlichkeit durch eine Zahl 
gemessen wird, die wohl nicht p ist, aber p beliebig nahe gebracht 
werden kann. In Zeichen: 

aB(^) = lim^ = 2). (3) 

^ss CO ^ 

Dazu ist aber die wichtige Bemerkung zu machen^ daß die Aus- 
wahl der als möglich erachteten Erscheinungsformen nicht beliebig 
getroffen werden darf, sondern so erfolgen muß^ daß sie der Natur 
des Problems, insbesondere der Forderung der gleichen Möglichkeit 
entspricht. 

Dieser Oedankengang soU an einer der ersten in geometrischem 
Gewände gestellt^i Fragen beleuchtet werden. Sie ist auf die Wahr- 
scheinlichkeit gerichtet, daß eine Münze, die auf einen mit gleichen 
Figuren bedeckten horizontalen Boden geworfen wird, über die Grenz- 
linien zu liegen konmie.^) 

Der Mittelpunkt der Münze kann auf jeden Punkt der Ebene 
auftreffen, es gibt also unendlich viele mögliche, aber auch unendlich 
viele günstige Fälle. Denkt man sich die Ebene mit einem quadra- 
tischen (oder in anderer Weise 
Q ' * * regulären) Gitter von Punkten 
überzogen und nimmt an, nur 
diese könnten getroffen wer- 
den, so ist durch diese An- 
\p ^ ^ Ordnung der Vorstellung, daß 
j)x^ ^.^^ Y \ gleich große Teile der Ebene 

* "* auch gleichberechtigte Gebiete 

.' für die Lage des Mittelpunk- 
^-.^^ ^^ ^^ • • tes der Münze bilden, um so 

. genauer entsprochen, jekleiner 

'^^ ^ ^ , . die Entfernung x der Punkte 

ist, Figur 2. Ist nun das 

Rechteck AB CD eine der 

..^^ • . . Figuren^ Ä'B'C'D' ein zwei- 

^^' * tes Rechteck, dessen Seiten 

von denen des früheren um 
den Radius der Münze entfernt sind, so hat man die Punkte zu zählen, 
die einerseits in AB CD und andererseits in dem von beiden Recht^- 
ecken gebildeten Rahmen enthalten sind, um die geforderte Wahr- 
scheinlichkeit bei dieser Auswahl von Punkten zu erhalten; offen- 
kundig wird diese Wahrscheinlichkeit von der Größe x und nebstbei 

1) Buffon, Essai d*Arithmätique Morale, 1777. Die Aufgabe wurde aber 
bereits 1733 der Akademie mitgeteilt. 
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Ton der Anordnung der Figur im Punktgitter abhängen. Indem man 

sich aber yor^tellt, daß x immer kleiner und kleiner wird^ werden 

die Anzahlen der Punkte immer mehr den Flächeninhalten der Figur^i, 

auf denen sie liegen, proportional werden und ihr Verhältnis immer 

weniger beeinflußt sein von der Anordnung der Figur, so daß man 

das Verhältnis der Gebietsinhalte selbst in dem oben erklärten Sinne 

als Wahrscheinlichkeit des in Rede stehenden Ereignisses au&ufassen 

hat; ihr Wert ist sonach «&-(«-2r)(6-2r) _ 2(a + 6-2r)r . 
' ab ab 

Das YorgefQhrte Beispiel ist geeignet, die Begriffe des homogenen 
Gdnets und der Dickte zu yermitteln. Die mit Punkten gleichförmig 
bedeckte Ebene wie auch das mit Zahlen gleichförmig besetzte Inter- 
yall sind homogene Gebiete; ihre Elemente (Punkte, Zahlen) stellen 
gleich mögliche Fälle dar oder es kommt ihnen, um mit einem vor-: 
hin gebrauchten Terminus zu sprechen, gleiche Valenz zu. Es kann 
aber auch in der Natur des Problems liegen, daß man die Ebene un- 
gleichförmig mit Punkten bedeckt, das Zahlenintervall ungleichförmig 
mit Zahlen besetzt zu denken hat; dann kommt neben der Ausdehnung 
des Gebiets auch seine Tariable Dichte (Valenz) in Betracht 

Die Außerachtlassung dieses Umstimdes hat schon wiederholt zu 
Fehlschlüssen geführt. Zur schärferen Beleuchtimg der Sache sollen 
zwei Beispiele erörtert werden.^) 

Wenn um die Wahrscheinlichkeit gefragt wird, daß der Aus- 
druck x^ — ye für willkürliche reelle Werte von Xy y, z positiv wird, 
80 ist mit dieser Formulierung gemeint, daß die Bereiche von rc, y, e 
bomogen seien. 

Bezieht man dieselbe Frage auf x^*"" ^^^ ^^ könnte die Meinung 

entstehen, es müßte dasselbe Restdtat herauskommen, da -^x wie x 

eine zwischen — o, co variable Zahl ist: aber diese in der Ausdehnung 

angenommene Identität besteht nicht auch in der Dichte, -^x^ — yz 

statt x^—yz nehmen heißt so viel wie stillschweigend voraussetzen, 
daß d; in einem doppelt so dichten Gebiete variieren solle als die 
beiden andern Variablen. 

Daß übrigens die Wahrscheinlichkeit für Jc^x^—yz, wenn x,y,z 
beUebige positive Zahlen sind, mit h variiert, erkennt man schon daraus, 
daß sie ist für % » und sich der 1 nähert, wenn 1c beständig wächst 
(^*>0). 

Der Irrtum liegt darin, daß es doch nicht erlaubt ist, statt x 
willkürlich anzimehmen, kx &ei zu wählen und durch h zu dividieren 



1) Vgl. hierzu £. Ceaäro, Considerazioni sul concetto di Probabilitä. Fe- 
riodico di Matematica, VI (1891), p. 1—18, 49—62. 
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oder x^ beliebig anzunehmen und daraus die Wurzel zu ziehen. W«iii 
z. B. bei dem letztgedaehten Modus x auf das Intervall (0, 1) ange- 
wiesen wird, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß es unter y bleibt, y , 

während sie bei freier Annahme von rp* nur -j- betrüge. Im ersten 

Falle ist eben die Dichte unabhängig von x, also gleichförmig, im 
zweiten ist sie dem x umgekehrt proportional.^) 

Ein Beispiel, aus dem man einen Einwurf gegen dieses Gebiet 
der WahrscheinUchkeitsrechnujig ableiten wollte, betrifiPt die nach- 
stehende Schlußfolgerung: „Die Wahrscheinlichkeit, daß das spezifiscl^ 
Gewicht einer noch unbekannten Substanz zwischen 7 und 8 oder 
zwischen 8 und 9 falle, ist beidemal dieselbe; hingegen ist die Wahr* 

scheinlichkeit, daß ihr spezifisches Volumen zwischen y und y oder 

zwischen y und y falle, nicht beidemal die gleiche/^ 

Der Schluß stützt sich auf die gleiche Ausdehnung der beiden 
ersten Gebiete, und auf die ungleiche Ausdehnung der beiden anderen; 
wenn man aber der Verteilung der spezifischen Gewichte gleichmäßige 
Dichte zuschreibt — eine durch nichts gerechtfertigte willkürliche An- 
nahme — , so ist die Verteilung der reziproken Werte, immlich der 
spezifischen Volumina, nicht auch gleichmäßig dicht, und daraus ent- 
springt der Trugschluß. 

Die korrekte Berücksichtigung dieses Umstandes hebt den schein- 
baren Widerspruch auf. Angenommen, die spezifischen Gewichte gingen 
bis zu einem gewissen Werte, der als Einheit angenommen werden 
möge. Dann wird die Wahrscheinlichkeit, daß das spezifische Gewicht 
eines Körpers in das Intervall (x, x + dx) falle, nicht nur von der 
Ausdehnung dx des Intervalls, sondern auch von seiner durch den 
Anfangs wert gekennzeichneten Lage abhängen und daher durch einen 
Ausdruck von der Form (p{x)dx dargestellt sein, da man annehmen 
kann, sie sei der Ausdehnung dx proportional. Mit Rücksicht auf die 
summatorische Bedeutung des Integrals bedeutet (Nr. 30) 

b 

P ^ I q>(x)dx 

a 

die Wahrscheinlichkeit, daß das spezifische Gewicht zwischen a, h falle. 
Wenn nun zwei Variable u, v durch eine Gleichung 

f(u, «) = (4) 



1) J. Bertrand, Calcul des probabilit^s, p. 4, vertritt die irrige Anschannng, 
es sei gleichgültig, ob x direkt oder durch Vermittlung von x* willkürlich an- 
genommen wird. 
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miteinander verbunden sind, nnd wenn die relative Häufigkeit q)(u) 
der Werte der einen bekannt ist, so folgt daraus fQr die relative 
Häufigkeit ^(v) der Werte der andern zunächst die Beziehung: 

denn je enger das Intervall; auf welches sich die den u in du zuge< 
ordneten v zusammendnlngen; desto größer ist ihre relative Häufigkeit; 
aus dem Zusammenhange (4) geht aber anderseits hervor, daß dem 
Betrage nach 

dv\ du^ K^x^\ 

du dv ' 

folglich gilt: 

9'(«):V'(f) = g:|{; (5) 

woraus sich ^(t;) bestimmen läßt. 

Zwischen dem spezifischen Gewichte x und den^ spezifischen 
Volumen y besteht nun die Beziehung 

rry — 1 « 0; 
infolgedessen ist 

(p{x) : ^(y) ^yix, 
also 

*(y) = f9'(*)-p«)p(}), 

daher die Wahrscheinlichkeit, das spezifische Volumen liege zwischen 

-r- und —, 
a ' 



^''Sh^i^v^-^ 



durch die Substitution — ^ x geht aber das Integral in / q){x)dx über; 

a 

also ist immer, bei jeder Verteilung der spezifischen Gewichte, p' ^p, 
wie es sein muß.^) 



1) Der hier verwendete Gredankengang bildet die Grrundlage des Kriteriums, 
^H. Poincarä, Calcul des probabilit^s, 1896, p. 97 sq., benützt, um zu be- 
uteüen, ob zwei verschiedene Auffassungen eines Problems gleichberechtigt sind 
in bezug auf das Resultat. Das n-fache Integral 

f(p(Xiy x^^'"Xjdx^dx^ -dx^ 

C«ttber, Wahrecheinlichkeitsrechnimg. L 2. AufL D|itized by VjOOQIC 
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49. Die Mengenlehre in der Wahrsoheinliohkeitsrechniing. 

Um einen Überblick über die Probleme derWahrscheinliclikeitsrecliimng 
zu gewinnen, empfiehlt es sich; sie mit der Mengenlehre in Beziehung 
zn setzen. Denn die Gesamtheiten der möglichen nnd der günstigen 
Fälle lassen sich dem umfassenden und fundamentalen Mengenbegriff 
unterordnen, und zwar handelt es sich bei den klassischen Aufgaben 
über Glücksspiele, Ziehungen aus Urnen u. dgl. um endUche Mengen^ 
bei den Problemen mit unendlich vielen Fällen um transfinüe Mengen. 

Unter einer Menge M versteht man eine Zusammenfassung von 
irgendwelchen wohlbestimmten und voneinander unterscheidbaren. Ob- 
jekten (Elementen) J. : Jf >= {-4}. Für unsere Zwecke kommen in 
Betracht: Kugeln verschiedener Farbe, Würfelseiten, Kartenblätter, 
Nummern u. dgl.; Werte einer Variablen, Wertverbindungen mehrerer 
Variablen, Punkte auf Linien, Flächen, im Räume, Gerade in der 
Ebene, im Baume, Ebenen u. dgl. 

Die Mengen werden unterschieden in endliche und unendliche 
(transfinüe), - 

Dem AnzaMbegriff der endlichen Mengen ist übergeordnet der 
Begriff der Mächtigkeit, der bei transfiniten Mengen zur^ Anwendung 
kommt. Die Mächtigkeit der Menge M wird durch M bezeichnet. 

Sowie man zwei endliche Mengen als äquivalent, d. h. der Anzahl 
nach gleich, bezeichnet, so nennt man auch transfinite Mengen äqui- 
valent oder von gleicher Mächtigkeit, wenn sich ihre Elemente ein- 
deutig einander zuordnen lassen. Dabei ist ab für die transfiniten 



stellt bei gegebenem tp die Wahrscheinlichkeit dar^ daß ein durch die Parameter 
X| , a;, • • • o:;^ bestimmtes Gebilde gewissen Bedingungen ^tspreche; die Integration 
erstreckt sich dann über jene "Wertverbindungen von a?! , oj, , • • • o?^, die aus diesen 
Bedingungen hervorgehen. Nun werde dasselbe Gebilde mittels anderer Para- 
meter yi^yi, " ' y„ bestimmt, und die Wahrscheinlichkeit für die Einhaltung 
derselben Bedingungen drücke sich nun durch 

(n) 

aus. Transformiert man dieses zweite Integral mittels der zwischen den beiden 
Systemen von Parametern bestehenden Relationen in 

/^ • -KZ — ^ T dx. dx^ , • • • dx^ 
d(x^,x^,"-xj ^ " 

(n) 

und stimmt das Produkt ans ib und der Jacobischen Determinante ^^ ^^ — ?-, 

d(x^,x^,'^'Xj 

mit der ursprünglichen Punktion fp{Xi,Xf,-"Xj überein, so sind beide Auf&is- 
sungen äquivalent. — Die von R. Lämmel, 1. c, p. 18—19, hierzu gemachte 
Bemerkung scheint mir unzutreffend. 
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Mengen charjäkteristisch hervorzuheben, daß eine solche einer ihrer 
(ebenfalls transfiniten) Teilmengen äquiyalent sein kann. Daß zwei 
transfinite Mengen M, M' äquivalent seien, wird durch ilf~ ilf' ao- 
gedeutet. 

Als niedrigster Typus einer transfiniten Menge kann die Heihe 
der natürlichen Zahlen angesehen werden. Sowie die Mächtigkeit 
einer endlichen Menge durch eine bestimmte Zahl c der natürlichen 
Zahlenreihe ausgedrückt wird, soll die Mächtigkeit dieser selbst durch 
die ideale Zahl a bezeichnet werden (eigentlich unendliche Zahl). 

Jede Menge, die der natürlichen Zahlenreihe äquivalent ist, heißt 
abzahlbar. Hiemach ist die Reihe der geraden Zahlen abzählbar, weil 
man ihre Elemente (2w) den Elementen der natürlichen Zahlenreihe 
(n) eindeutig zuordnen kann; auch die Reihe der echten Brüche ist 

es, indem man — der 2, y, y der 3, —, — der 4, y, y, y, y der 5, 

Tww. zuordnen kann. Daß eine Menge endlich ist, soU durch JT = c, 
daß sie transfinit und abzählbar ist, durch M ^ a bezeichnet werden. 

Die Gesamtheit aller reellen Zahlen (und auch die der reellen 
Zahlen eines Intervalls), ebenso die Gesamtheit der Wertverbindungen 
zweier und mehrerer stetigen Variablen, geometrisch gesprochen, die 
Menge der Punkte in einer Geraden, einer Strecke, in der ganzen 
Ebene oder einem begrenzten Teil derselben, sind nicM cibzäMbar; sie 
stellen Mengen von höherer Mächtigkeit im Vergleich zur Gesamt- 
heit der natürlichen Zahlen vor. Man spricht hier von der Mächtig- 
tigJceit eines Kontinuums (S). Daß eine Menge M die Mächtigkeit 
eines Kontinuums besitzt, soU durch Jfcf = 6 angezeigt werden. 

Panktmengen P können in bezug auf das stetige Gebiet, in dem 
sie sich befinden (Linie, Fläche, Raum), verschiedene Anordnung zeigen. 
Ist jeder Punkt der Menge isoliert, d. h. mit einer beliebig engen Um- 
gebung versehen, in der sich kein anderer Punkt der Menge befindet, 
80 heißt die Punktmenge nirgends dicht. Gibt es keinen noch so 
kleinen Gebietsteil, der frei von Punkten der Menge ist, so heißt diese 
überaU dicht Beide Eigenschaften können nebeneinander vorkommen, 
die Menge ist dann stellenweise dicht. 

Wenn für die Summe der Gebietsteile, in welchen sich Punkte 
von P befinden, ein fester Grenzwert existiert, so bezeichnet man ihn 
als den Inhalt von P, symbolisch J{P\ 

Punktmengen, die Kontinua bilden, sind in ihrem Gebiet überall 
dicht und man ordnet ihnen den geometrischen Inhalt des Gebietes 
(Lange der Linie, Größe der Fläche, Volumen des Raumes) als Li- 
halt zu. 

Nach der Natur der Mengen, welche die möglichen und die 
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günstigen Fälle eines Problems bilden, richtet sich der analytische 
Vorgang der Wahrscheinlichkeitsbestimmung. Die ursprüngliche Wahr- 
scheinlichkeitsdefinition bezieht sich auf den Fall, daß beide Mengen 
endlich sind. Bei transfiniten Mengen wird im allgemeinen ein Grenz- 
prozeß zur Wahrscheinlichkeitsbestimmung führen, der von jener 
Definition den Ausgang nimmt. ^) 

50. Oeometrisohe Wahrscheinlichkeiten. Man kann, von 
der eben erwähnten Systematik Gebrauch machend, als Probleme der 
geometrischen Wahrscheinlichkeit diejenigen bezeichnen, die unter den 
Typus (S, ß) fallen, bei denen also mögliche und günstige Fälle 
Mengen von der Mächtigkeit eines Kontinuums bilden. Aufgaben 
dieser Art können sowohl arithmetischer wie geometrischer Natur sein. 
Im ersten Falle handelt es sich um Tatbestände, deren Modalitäten 
von einer oder mehreren stetig veränderlichen Größen abhängen; die 
Frage richtet sich nach der Wahrscheinlichkeit, daß ein Tatbestand ver- 
wirklicht werde oder verwirklicht sei, für den die Werte der Variablen 
gewissen Bedingimgen genügen. Bei den Problemen geometrischer 
Natur handelt es sich um die Wahrscheinlichkeit, daß ein aus einer 
wohldefinierten stetigen Mannigfaltigkeit geometrischer Gebilde nach 
Belieben herausgegriffenes Individuum gewisse Eigenschaften besitze. 
Da man Aufgaben der ersten Art dadurch, daß man die auftretenden 
Variablen entsprechend deutet, häufig auf das geometrische Gebiet 
übertragen kann, so ist die Bezeichnung „geometrische Wahrschein- 
lichkeit^^^) für alle Fragen dieses Typus üblich geworden. 

Es ist als ein spezifisches Merkmal der Probleme, denen trans- 



1) R. Lämmel hat in seiner bereits zitierten Dissertation „Untersuchungen 
über die Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten^^ den Mengenbegriff systematisch 
für die Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung herangezogen. Indem er die 
transfiniten Mengen nach den Eigenschaften der Abzählbarkeit und Nichtabzähl- 
barkeit, der Dichte und der Existenz oder Nichtexistenz eines Inhaltes gruppiert, 
kommt er rein formal (ohne Rücksicht auf die Existenzmöglichkeit) zu 12 Mengen- 
typen, die wieder, indem die möglichen und gunstigen Fälle je einer dieser 
Typen zugezählt werden, zu 144 logisch denkbaren Typen von Wahrscheinlich- 
keitsproblemen führen. Diese Darstellung leistet vorläufig den Dienst, daß sie 
geeignet ist, System in die bisher behandelten Fragen zu bringen; nur wenige 
Typen sind unter diesen Fragen vertreten; manche der Typen lassen sich 
mangels zureichender Ausbildung der Mengenlehre nicht weiter verfolgen, den 
meisten dürfte nur zahlentheoretische Bedeutung zukommen; die praktische Trag- 
weite ist sicher nur gering. — Die gewöhnlichen Aufgaben der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung wären unter den oben nicht mitgezählten Typus (e, c) zu stellen, 
d. h. mögliche und günstige Fälle bilden endliche Mengen. Der niedrigste, 
deshalb aber nicht etwa am einfachsten zu behandelnde Typus in trans- 
finiten Mengen wäre (a, a), wo mögliche und günstige Fälle abzählbare Mengen 
bilden. 

2) Local probability, geometrical probability. 
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finite Mengen zugrunde liegen^ hingestellt worden^ daß sie häufig ver- 
sehiedene; einander also anscheinend widersprechende Lösungen zu-» 
lassen, und man hat dies auf die verschiedene Deutung zurückgeführt^ 
welche den in der Formulierung solcher Probleme auftretenden Rede- 
wendungen ^^willkürlich angenommene Zahl^^, „willkürlich gewählter 
Punkt^ u. dgl. gegeben werden kann. Diese scheinbare Paradoxie in 
den Lösungen ist auch als eine mit dem Wesen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung untrennbar verbünde Erscheinung bezeichnet worden. 

Ilierzu sei vor allem das Folgende bemerkt. Die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung als solche hat mit diesen Paradoxien nichts zu schaffen. 
Sie löst ihre Probleme auf Grund bestimmter Urteilsmaterien und 
dann immer eindeutig; wo der Urteilsmaterie die Bestimmtheit mangelt, 
ist auch die Basis für eine Wahrscheinlichkeitsberechnung nicht vor- 
handen. 

Der Begriff der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses oder Tat- 
bestandes an sich, ohne Bezugnahme auf eine bestimmte Materie, ent- 
behrt jeder Grundlage. Von der Wahrscheinlichkeit einer weißen 
Eagel zu sprechen hat keinen Sinn, wofern man sich nicht etwa 
unter Berufung auf das absolute Nichtwissen auf das Prinzip des 

mangelnden Grundes stützen und jene Wahrscheinlichkeit mit — be- 

werten will. Ist hingegen die Frage in bezug auf eine bestimmte 
Eugelmenge gestellt, in der sich weiße Kugeln befinden, und besteht 
Gleichmöglichkeit der Fälle oder wird sie angenommen, so gibt die 
Theorie eine bestimmte und nur eine Antwort. 

In gleicher Weise verhält es sich mit den Problemen über trans- 
finite Mengen. Ist die Struktur der Menge bestimmt, so ergibt sich 
eine eindeutige Lösung. Wo über diese Struktur verschiedene An- 
nahmen gemacht werden, ergeben sich auch mehrere im allgemeinen 
verschiedene Lösungen. Wenn z. B., um auf ein später zu behandelndes 
Problem vorzubereiten, die Wahrscheinlichkeit verlangt wird, daß eine 
Sehne des Kreises länger sei als die Seite des ihm eingeschriebenen 
regulären Dreiecks, so kommt es darauf an, welcher transfiniten 
Mannigfaltigkeit man die Sehne zuschreibt: ob man die Sehne auf- 
faßt als den Abschnitt, den der Kreis auf* einer in der Ebene heUebig 
g&sogenen Geraden bildet, oder als die Verbindungslinie zweier auf 
dem Umfang bdiebig angenommenen Punkte o. dgl. Es sind ganz 
verschiedene Mannig&ltigkeiten, zu denen diese Auffassungen führen, 
aber auch erst dann führen, wenn man darüber einig geworden ist, 
was man unter einer in der Ebene beliebig gezogenen Geraden, be- 
ziehungsweise unter einem auf dem Kreise beliebig angenommenen 
Punkte zu verstehen habe. 
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Wie man sieht, führt die Analyse zu der Notwendigkeit gewisser 
Grundannahmm hin, von denen dann bei Behandlung jedes Problems 
naturgemäßer Gebrauch zu machen ist; diese Grundannahmen sollen in 
den einen Satz zusammengefaßt werden: Ein Element (Zahl, Punkt, 
Gerade o. dgl.) schlechtweg willkürlich annehmen heißt, die transfinite 
Menge, also das Kontinuum, dem es angehört, als homogen voraus- 
setzen; dies bedeutet so viel als: die Wahrscheinlichkeit, das Element 
gehöre einem bestimmten Teil des Kontinuums an, lediglich von der 
Ausdehnung, dem Inhalt dieses Teils und nicht auch von seiner Lage 
im Gesamtbereich abhängig sein lassen. 

Soll hiemach der Wert der Variablen x in dem Intervall (a, b) 
willkürlich angenommen werden, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß 

er dem Intervall (x, x + dx) angehöre, durch . _ gegeben. Und 

sollen die Werte der Variablen a;, y je in dem Intervall (a, 6), (c, d) 
willkürlich, also auch unabhängig voneinander gewählt werden, so 
bestimmt sich die Wahrscheinlichkeit, daß sie gleichzeitig den la\ßr- 
vallen (a?, a; + rfa:), {y, y + dy) entnommen seien, durch den Bruch 

dxdy 
(6 — a)[d — c) 

Ist nun ein geometrisches Gebilde als durch die Werte dieser 
Variablen in den genannten Intervallen bestimmt anzusehen, so ist 
die transfinite Menge der möglichen Gestaltungen des Gebildes auf 
das homogene Feld der Wertverbindungen 

^\yv a^x^h, c^y^d 
abgebildet] und das Integral 

dxdy 



fj 



{b — a){d^c)' 



ausgedehnt über alle jene Wertverbindungen, denen Gebilde mit der 
Eigenschaft entsprechen, nach deren Wahrscheinlichkeit gefragt wird, 
liefert den numerischen Wert dieser Wahrscheinlichkeit. 

Man kann den Problemen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gegen- 
über, soweit sie sich auf transfinite Mengen beziehen, zweierlei Stand- 
punkt einnehmen. Man kann fordern, daß die Formulierui^ so 
detailliert sei, daß über die Struktur der Mengen kein Zweifel übrig 
bleibt. Man kann aber auch den Grundsatz befolgen, die dem Wort- 
laute des Problems am natürlichsten sich anschließende Lösung zu 
suchen, und im übrigen an der Grundannahme der homogenen Be- 
reiche festhalten. Unter allen Umständen ist, sobald man an die 
Wirklichkeit herantritt, genau darauf zu achten, daß die Reidisierung 
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der aUgemeinen Bedingungen den bei der Lösung des Problems ge- 
trofifenen Annahmen entspreche. 

Nach dem Vorgeführten käme die Berechnung geometrischer 
Wahrscheinlichkeiten in letzter Linie auf die Auswertung bestimmter 
Litegrale zurück. Aber schon bei verhältnismäßig einfiEwhen Problemen 
gestaltet sich dieser Weg, insbesondere rücksichtlich der Feststellung 
der Integrationsgrenzen, oftmals recht schwierig. Durch Aus]3ildung 
scharfsinniger Methoden für manche häufig wiederkehrende Bestim- 
mungen Yon Mannigfaltigkeitsinhalten, durch Zurückführung kompli- 
zierter Fragen auf einfache Grundprobleme u. ä. ist es gelungen, di^ 
Integrationen mitunter völlig zu umgehen; indirekt sind auf diesem 
Wege manche schwierige Integralbestimmungen gelungen. Haupt- 
sächlich waren es englische öeometer, die diesen Zweig der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung gefördert haben. Eine Auswahl von Beispielen ^) 
wird am besten einen Einblick in seine Methodik vermitteln. Die 
Beschäftigung mit derlei Aufgaben hat auch einen hohen didaktischen 
Wert, indem sie für andere Anwendungsgebiete die zweckmäßigste 
Vorbereitung gewährt. 



51. Beispiel ZZZI. Mit welcher Wahrscheinlichkeit läßt sich 
aus drei Strecken x, y, /, die unter einer gemeinsamen oberen Grenze 
liegen y ein Dreieck bilden? 

Faßt man a?, y, z als (rechtwinklige) Koordinaten eines Punktes 
im Räume auf, so ist das Gebiet der möglichen Fälle durch den 
Würfel OD, Fig. 3, von der Kante a dar- 
gestellt; denn für Punkte inneriialb oder an z 
der Oberfläche dieses Würfels — und nur für 
solche — ist gleichzeitig 

O^x^a, 0£y£a, O£0<a. ^ 

Soll ein Dreieck gebildet werden können, 
so muß 



y + z^x, e + x^y, x + y^z 




Fig. 8, 



sein; die Gebiete, welche diesen Bedingungen 

entsprechen, werden von dem Würfel durch die Ebenen OBC, OCÄ, 
OAB abgeschnitten und bilden drei kongruente Pyramiden, OBCD, 
OCAJD, OABD. Das Verhältnis ihres Inhaltes zum Inhalt des 
Würfels gibt die verlangte Wahrscheinlichkeit: 



1) In betreff weiterer Beispiele über „Geometrische Wahrscheinlichkeiteii 
und Mittelwerte^^ kann auf des Yerfassers gleichnamige Schrift (Leipzig 1884; in 
französischer Übersetzung Paris 1902 erschienen) verwiesen werden. 
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52. Beispiel XXXH. Eine Strecke a wird hdiebig in drei Teile 
geteilt; wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sich am den Teilen 
ein Dreieck bilden lasse? 

Die Teile x, y, a müssen positiv sein und der Gleichung 



x + y + z 



(1) 



genügen. 

Damit sich aus ihnen ein Dreieck bilden lasse, müssen sie den 
Bedingungen 

y + 0^x, z + x^y, x + y^z 

genügen, welche sich mit Hilfe der vorangehenden Gleichung um- 
wandeln lassen in 



^ Ä 
^^Y^ 



y£ 



2 ' 






(2) 



Werden x, y, z als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im 
Räume aufgefaßt, so ist das Gebiet der möglichen Fälle durch das. 
Dreieck ABC, Fig. 4, dargestellt, dessen Ecken 
tZ von den Abstand a haben; denn die Eoordi- 

C naten jedes Punktes in diesem Dreieck sind 

positiv und genügen der Gleichung (1). Das 
Gebiet der günstigen Fälle wird aus diesem 
^ Dreieck durch die drei Ebenen EFG, EFtT, 
KJG ausgeschnitten, welche OA, beziehungs- 
weise OB, OC senkrecht halbieren; es ist dies 
das Dreieck JGF, dessen Punkte den Be- 
ziehungen (2) entsprechen. 

Da nun l\JGF =^ -y/^ABC ist, so ist die verlangte Wahr- 
scheinlichkeit 

1 




Tig. 4. 



Man kann, von der Tatsache Gebrauch machend, daß die Summe 
der Lote, welche von einem Punkte in der Flache eines gleichseitigen 
Dreiecks auf dessen Seiten gefällt werden, konstant und gleich der 
Höhe des Dreiecks ist, die Aufgabe auch in der Ebene erledigen. 

53. Beispiel itnnTTT. Auf eine horizontale, mit äquidistanten 
Parallelen vom Abstände 2 a überzogene Tafel wird eine (zylindrische) 
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Nadd von der Länge 2c (^ 2a) geworfen; wie groß ist die Wahr- 
scheifdichkeit, daß die Nadel eine der Parallellinien kreuzt? 

Es genügt^ nur diejenigen Lagen der Nadel ins Auge zu fassen^ 
bei welchen ihr Mittelpunkt M, Fig. 5, mit einem Punkt von 

AC^—^^^ zusammenfällt; die Menge solcher Lagen wird durch 

%a gemessen; denn a ist das Maß für die Menge der Punkte m AG 
und % das Maß für die Menge der Richtungen bei jeder Lage des 
Mittelpunktes. 

Fällt der Mittelpunkt in die Entfernung x^ AM bis o? + da?, 
so ist die Menge der günstigen Nadelrichtungen bei jeder solchen 
Lage des Mittelpunktes durch 20, d. i. 

2 arc cos -- 
c 

gemessen; die Menge der beschriebenen Lagen des Mittelpunktes hat 
aber dx zum Maße; somit ist das Gebiet der günstigen Fälle durch 



c 

/ 2 arc cos — dx = 2c 



gemessen. 

Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

2c 

^ na 

Die vorstehende Aufgabe, unter dem Namen „Nadelproblem" 
(probleme de Taiguille) bekannt, gehört zu den ersten, welche auf 
dem Gebiete der geometrischen Wahrscheinlichkeit 

gestellt worden sind; ihr Urheber ist Buffon^). B 

Über ihre weitere Entwicklung vergleiche man des i j 

Verfassers „Geometrische Wahrscheinlichkeiten und ^tZ za 

Mittelwerte" (1884), p. 85 ff. und dessen Bericht über ^ j 

„Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie" A 

(1899), Vil. Jahresber. der Deutschen Mathematiker- Fig. b. 

Verein., p. 59 ff. 

64. Beispiel JtJtmv, In einem Kreise werden, nachdem darin 
eine Sehne beliebig gezogen worden, zwei PunJäe zviUJcürlich angenommen. 
Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen beide Punkte zu einerlei Seite 
der Sehfie? 

a) Wird die Sehne bei beliebig angenommener Richtung in be- 
Uebiger Entfernung vom Kreismittelpunkt gezogen, so ist die Meng0 



1) B.8 Bämtiidie Werke, deutsch von B. Rave, 4. Bd., p. 441—498. 
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der Seimen, deren Entfernung zwischen x^ OC, Fig. 6, und x + dx 
liegt, durch dx bestimmt. Die Menge der Punktepaare, welche bei 
dieser Lage der Sehne AB unterhalb derselben liegen, wird durch 
das Quadrat des Segments ABB, die Menge der Punktepaare ober- 
halb AB durch das Quadrat des Segments ABE 
gemessen. Hiernach ergibt sich das Maß für die 
Mannigfaltigkeit der günstigen Fälle, indem man 
den Ausdruck 

[{ABDy + {ABEf\ dx 

über alle Sehnenlagen integriert; nach Einführung 
des Winkels AOC^tp und des Ereishalbmessers 
AO =^ r ergibt dies : 

n 

j { «^ (9? — sin g? COS (py + r* (:nf — g? — sin :;r *- g? cos Ä — (p) } r sin 9?^^? 


und mit Rücksicht darauf, daß 

n n 

j {jc — (f — 8inx — (p COS 7C — q>)^ smtpdq) =■ /(^j — sing? cos g?)* sin 9? dg?, 


weiter 

2rV/ (9? — sin 9 cos q>y sin (pdtp =^ 2r^ (itt* — —j • 


Die Menge der möglichen Fälle hat 2r • (Tcr'^y zum Maße. 
Hiemach ist 

i> = 1 - ^, = 0,712 ... 

die verlangte Wahrscheinlichkeit. 

ß) Zu einem andern Resultate gelangt man, wenn man sich die 
Sehne aus dem freigewählten Anfangspunkt A in beliebiger Richtung 
gezogen denkt. Denn die Menge solcher Sehnen, deren Lot OC 
mit A einen zwischen (p und (p + d(p liegenden Winkel einschließt, 
ist durch d(p, daher die Menge der günstigen Fälle durch 

J I ^ (y — sin 9 cos tpY + r* (jT — 9? — sin :;r — 9 cos ä — y) \dq) 

-^"{T + 'i + i) 

Digitized by VjOOQIC 



I. Abschnitt/ Grundlagen der Wahrscheinliclikeitsreclmung. 91 

aoszudrücken, während die Menge der möglichen Fälle nunmehr 
% • {7tr^^ zum Maße hat. 

Bei dieser Auffassung ist also 

die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 

66. Mittel- oder Durchschnittswert einer vom ZuCrU ab- 
hängigen Größe. Eine yeränderliche Größe S sei der Werte S^y 
iSj, • • • S^ fähig, deren jeden sie nur auf eine Art annehmen kann. 
Das arithmetische Mittel dieser Einzelwerte wird als Mitteh oder 
Durchschnittswert von S bezeichnet. Bedient man sich dafür des 
Symbols S)(iS), so ist 

Kann jeder Einzelwert von S auf mehrere Arten zustande kom- 
men, allgemein S, auf n^ Arten, und setzt man n^ + n^ + • • • + w^ =- ^, 
80 ist 

2) (S) = ^i^i + '^i ^i + " ' + ^ v^y . ^2) 

Unterliegt die Größe S d^ willkürlichen Annahme und kann 
jeder ihrer Einzelwerte mit gleichem Grade der Möglichkeit aus der 

Wahl hervorgehen, so ist im ersten Falle — , im zweiten Falle ^=i>i 

die Wahrscheinlichkeit, daß sich der Wert S^ einstellen werde, ebenso 

— , beziehungsweise 7^ =i>2 die Wahrscheinlichkeit des Wertes Ä^ usw. 

Mithin ist unter diesem Gesichtspunkte 

S)(Ä) ^p,S, +^,S, + . . . + P.S., (3) 

d. h. der Mittelwert der vom Zufall abhängigen Größe S ist gleich der 
Summe ihrer Einzelwerte, jeder mit der seinem ZustandeJcommen ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeit multipliziert. 

Ist die Mannigfaltigkeit der Werte S eine stetige, indem der 
einzelne von der Wertverbindung der stetigen Variabein a;, y, • • • ab- 
hängt, so ist die Menge der Werte S, welche zu Wertverbindungen 
zwischen x, y, - - - und x + dx, y + dy, • • • gehören, gemessen durch 
dxdy . . . , die Wahrscheinlichkeit eines solchen Wertes von S gleich 



Sf'dxdy- 
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das Integral über die ganze Mannigfaltigkeit ausgedehnt. Der Mittel- 
wert von S ist dann in Konsequenz des voranstellenden Satzes 

beide Integrationen über das ganze Gebiet der S erstreckt. 

Es sei bemerkt, daß man 2)(/S) auch häufig als den wahrschein- 
lichen Wert von S bezeichnet. 

56. Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeit und 
Mittelwert. Der grundlegende, diesen Zusammenhang betreffende 
Satz ist der folgende: „Ist das variable geometrische Gebiet 8 (Linie, 
Fläche, Raum) in dem festen gleichartigen Gebiet A eingeschlossen, 
S)(iS) der Mittelwert von S, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein 
in Ä willkürlich angenommener Punkt in S falle, welchen Wert dieses 
im Augenblicke der Realisierung auch haben möge, 

^^ A 
Kann nämlich S die Werte S^, Sj, • • • S^ mit den Wahrschein- 
lichkeiten w^, w^, ' - - w^ annehmen, so ist w^ -j die zusammengesetzte 

Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei der Realisierung der Bedingungen 
der Wert ä,. existiere und daß der im Gebiete A angenommene Punkt 
in das Teilgebiet S falle. Die totale Wahrscheinlichkeit des letzten 
Ereignisses ist daher 

P-^i A^^^ Ä^ ^^^ A A A 

Die Ausdehnung des Beweises auf eine stetige Mannigfaltigkeit 
der S unterliegt keiner Schwierigkeit. 

Würde es sich statt eines Punktes um deren n handeln, so er- 
gäbe sich für die Wahrscheinlichkeit, daß sie alle in das eingeschlossene 
Gebiet S fallen, der Ausdruck 

Die vorstehenden Formeln können zweifache Verwendung finden: 
zur Berechnung von p oder zur Berechnimg von 2) (5), respektive 
S)(S«). 

57. Beispiel ZZZV. In einer Strecke von der Länge a werden 
zwei PunJäe JC, Y tvülkürlich angenommen; welches ist der Mittelwert 
ihres AJbstandes XF= 5, welches der Mittelwert seiner n-ten Potenz? 
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Denkt man sich auf der Strecke noch einen dritten Punkt Z 
angenommen y so ist die Wahrscheinlichkeit^ daß- er zwischen X und 
r faUe: 

^ a 

Nun kann p auf kombinatorischem Wege gefunden werden. Die drei 
Punkte können mit gleichem Qrade der Möglichkeit eine der folgen- 
den Anordnungen zeigen: 

XrZ, XZY, YXZ, YZX, ZXY, ZYX, 

nur zwei davon^ die zweite und vierte, sind dem bezeichneten Er- 
eignis günstig, seine Wahrscheinlichkeit ist daher p ^ —- Daraus 
folgt 

Um den Mittelwert von s" zu finden, denke man sich nach X, Y 
noch n weitere Punkte angenommen; die Wahrscheinlichkeit, daß sie 
samtlich zwischen X und Y fallen, ist 

Sie kann aber auch direkt bestimmt werden. Jeder von den n + 2 
Punkten kann bei einer bestimmten Zählungsrichtung der erste sein; 

daß es X oder Y sei, hat die Wahrscheinlichkeit — r-s ; ist eines von 

beiden eingetroffen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß der andere 

Punkt (Foder X) unter den übrigen der letzte sei, , - Hiemach 

ist auch 



^ (n + 2)(n+l)^ 
folglich 

58. Erster Satz ttber Mittelwerte. ,,Es seien A und B 
zwei einander ausschließende Gebiete gleicher Dimensionszahl; S sei 
eiae Größe, deren Wert von zwei willkürlich angenommenen Punkten 
X, Y abhängt; femer bedeute 

/t den Mittelwert von S, wenn ein Punkt in Ä, der andere in B 
angenommen wird; 
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^A den Mittelwert, wenn beide Punkte in A, 
fiB den Mittelwert, wenn beide Punkte in B, 
/*' den Mittelwert, wenn beide Punkte ohne Wahl im Gesamt- 
gebiete Ä + B angenommen werden. Dann besteht die Beziehung: 

{A + By^i' = A^fiA + B^fiB + 2ABiL ." 

Man denke sich in der Gesamtheit der Punktepaare in ^ -f ^ 
zu jedem das zugehörige 5; dann zerfällt die Summe 2J aller S in 
folgende Bestandteile: in Z*^, das sich auf Punktepaare in ^; in 2]b, 
aas sich auf Punktepaare in B bezieht; endlich in die einander 
gleichen Summen Uab und -?b^, welche den Fällen entsprechen, wo 
X in Ay Y in B und umgekehrt liegt. Hiemach ist also 

2J = £a + -^b + 2 £ji B ; 
nun ist aber 

2^ / ^^A ^B AB 

folglich in der Tat 

• {A + JB)V' - ^V^ + ^^B + 2AB^ . 

59. Zweiter Satz ttber Mittelwerte. „Sind A, B, C drei 
einander ausschließende Gebiete in einer Ebene (Linie oder Fläche) 
von solcher Beschaffenheit, daß keine Gerade alle drei zugleich 
schneidet; nimmt man in denselben die Punkte Z, Y, Z willkürlich 
an, so ist die mittlere Fläche des Dreiecks XYZ gleich der Fläche 
des Dreiecks der Schwerpunkte von A, B, C" 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Tatsache, daß die mitt- 
lere Entfernung des Punktes eines ebenen Gebiets von einer in der- 
selben Ebene gelegenen, das Gebiet nicht schneidenden Geraden gleich 
ist der Entfernung seines Schwerpunktes von dieser Geraden. 

Daraus ergibt sich, daß der Mittelwert aller Dreiecke XYZ 
mit festem F, Z durch das Dreieck %YZ dargestellt wird, wenn Ä 
den Schwerpunkt von A bedeutet; weiter ist der Mittelwert aller 
Dreiecke ^YZ mit festem Z durch das Dreieck SIS5Z bestimmt, 
wenn 95 der Schwerpunkt von B ist; endlich ist 91S36 der Mittel- 
wert der Dreiecke 2lS3i?, also zugleich aller Dreiecke XYZ, wenn (5 
den Schwerpunkt von (7 bedeutet. 

60. Beispiel XXXVI. In der Fläche eines gegebenen Dreiecks 
ABC werden zwei Punkte X, Y beliebig cmgenommen; welches ist die 
mittlere Fläche des Dreiecks XYC? 



Digitized by VjOOQIC 




I. Abschnitt. Grundlagen der Wahrsclieinliclikeitsrechniing. 95 

Teilt man das Dreieck durch die Mittellinie (7D, Fig. 7, in zwei 
gleiche Dreiecke , so ist die mittlere Fläche Ton XYC für den Fall, 
daß in jede Hälfte einer der Punkte X, Y fällt, gleich dem Dreieck 
welches die Schwerpunkte von ABC, BBC mit G 
verbindet; dieses Dreieck hat aber, weil seine Basis 

1 2 

— von AB und seine Höhe -r- der Höhe von ABC 

6 o 

ist, die Fläche y ABC =* -|- ^ ' 

Nun kann der Satz in Nr. 57 zur Anwendung 
gebracht werden, indem man 

A + B^J, A^B^\j, i^^l^ 

setzt und beachtet, daß ^a = ^s'^ 2 ^' ^^^f ^®^ ®^ Dreieck XYC 
in ABC oder in BBC die halbe mittlere Fläche hat von derjenigen, 
welche einem solchen Dreieck in ABC zukommt; mithin ist 

woraus der gesuchte Mittelwert 

folgt. 

61. Beispiel XZZVH. In einem Breieck ABC werden drei 
Punkte Xy Y, Z Idiebig angenommen; es ist die Wahrscheinlichkeit 
m bestimmen, daß sie mit der Ecke C ein konvexes Viereck ergd>en. 

Die Punkte ergeben ein nichtkonvexes Viereck, wenn z. B. der 
Punkt Z in das Dreieck XYC zu liegen kommt; die Wahrschein- 
hchkeit hierfür ist, wenn /*' den Mittelwert von XYC und A die 

Flache von ABC bezeichnet, -^, d. i. — • 

Da nun auch Y in das Dreieck ZXC oder X in das Dreieck 
YZC fallen kann, so ist die totale Wahrscheinlichkeit eines nicht- 

4 6 

konvexen Vierecks y , folglich die Wahrscheinlichkeit eines konvexen y • 

62. Beispiel ZXXVHI. In einem Halbkreise vom Halbmesser a 
werden zwei Funkte X, Y beliebig angenommen und mit einem End- 
punkte des begrenzenden Durchmessers m einem Breieck verbunden; es 
ist die mitäere Fläche dieses Breiecks zu bestimmen. 

Bestimmt man die Punkte X, Y durch ihre Polarkoordinaten 
r, 9, beziehungsweise r', tp' in bezug auf den dritten Eckpunkt A 
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des Dreiecks, Fig. 8, als Pol und den Durchmesser AB sls Polarachse^ 
so ist das Element der Ebene bei X durch rdrd(p, bei T durch 
rdrdq>' bestimmt^ und die Menge der Dreiecke^ deren Ecken X, Y 
in diese Elemente fallen^ durch rdrdtpr dr' dtp' gemessen; da jedes 

solche Dreieck mit der Fläche -_ rr' sin (9)' — 9?) in Rechnung zu 

stellen ist, so hat man 



MYYrV* sin (9' — 9) drdrdfp d(p' 



(1) 



als Ausdruck für die Summe aller Dreiecksflächen, wenn die 

Integration so geführt wird, daß (p' > (p ist. Nach Vollziehung der 

auf r, / bezüglichen Integrationen, deren Ghrenzen 

0,2a cos 97, respektive 0, 2a cos 9' sind, geht dies 

^'^ --\ über in 




Fig. 8. 



-^-/ d(pjcos^ (p cos^ q>' sin (9)' — tp) d(p 



n 
1 



JP' 



=■— g-W <^os^ (p' Bin (p' dq)j cos^ q) d(p --J cos^g)' d(pj coB^ (p sin (p d(p] ; 
000 

wendet man auf das erste Integral die Transformation^) 

a X a X 

fdxffix, y) dy --fdxff{a ^y^ a^x)dy 
00 00 

an, so verwandelt es sich in das Integral 







A 



ft 



71g. 9. 



1) Das Integral fdx ff (x, y)dy eratreckt sich 


über das gleichschenklige Dreieck OAO^^ Fig. 9; 
geht man von dem Koordinatensystem XO F zu dem 
System X^ 0^ Y^ über, so lauten die Transformations- 
gleichiingen : 

und das transformierte Integral ist 



fdx,ffia-^y,, a^x,)dy^. 
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n, n 

/ Bm^(p'dq>j Bui^g) cob (p dtp ^ -r J sui^y'^^^?'; 



das zweite Integral hingegen ist gleich 

T <p' 1 1 

-^ f COS* 9' d(p' I cos* 9 1 '^-T J ^^^^ 9^' ^9' "" T J ^^^* ^' ^^' ' 
^0 

demnach hat (1) den Wert 



n rt 7t 

1 7 2 

^-^ I J sin® 9?' d(p' + J cos* 9' d(p' — J cos* 9?' (ig?' } = ^7^ 



Da die Menge der Dreiecke^ übereinstimmend mit der Menge der 
Pmiktepaare in der Halbkreisfläche, durch (^y^) gemessen wird, so 
ist die verlangte mittlere Fläche 

63. Dritter Satz Aber Mittelwerte. ,Jst ^ der Mittelwert 
ein» Größe S, welche von n in dem ebenen Gebiete A beliebig an- 
genommenen Punkten abhängt, fi^ der Mittelwert derselben Größe 
för den Fall, daß einer der Punkte an der Begrenzung von Ä an- 
genommen wird; ändert man femer A um den differentiellen Betrag 
dÄ und bezeichnet die Änderung von fi mit dfiy so besteht zwischen 
diesen Größen die DüBFerentialgleichung 

Ädfi = *t (/M^i — ft) dÄ /' 

Alle Größen S, welche zu Punktsystemen in dem erweiterten Ge- 
biete A + dA gehören, ergeben die Summe 

(^ + d^)(A + dA)% (1) 

d. i. das Produkt aus ihrem Mittelwerte mit der Menge der Punkt- 
systeme. 

Die Summe zerfällt in die Summe solcher S, welche zu Punkt- 
systemen in A gehören, — diese Summe beträgt 

/*^"; (2) 

— und in die Summe solcher S, welche zu Punktsystemen gehören, 
die aus n — 1 Punkten in A und einem Punkt in d^ bestehen, — 
diese Summe beträgt 

Czuber, Wahrflcheinlichkeitsrechnimg. I. 2. Aufl. 7 ^^ r^r-\r-i^r> 
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nii^Ä^'^dÄ. (3) 

Bleibt man bei Großen Ton der Ordnung dÄ stehen, so ist damit die 
Summe aller 8 erschöpft; denn Punktsysteme^ in welchen mehr als 
ein Punkt auf dÄ entfallt, fOhren zu Gliedern höherer Ordnung in 
bezug auf dÄ. 

Entwickelt man auch den Ausdruck (1) bis auf Glieder der 
ersten Ordnung und setzt ihn dann der Summe der Ausdrücke (2) 
und (3) gleich, so ergibt sich: 

ft^*» + Ä^'dii + niLÄ'^^dÄ — ft^" + niL^Ä'^'^dÄy 
woraus nach entsprechender Reduktion 

folgt. 

Mittels dieser Gleichung kann aus bekanntem /l^^, dessen Be- 
stimmung sich mitunter einfacher gestaltet als die direkte Berechnung 
von /^, dieses letztere ermittelt werden. Durch eine zweckmäßige 

Wahl von dÄy welche die Angabe des Verhältniswertes j^ zuläßt, 

kann unter Umständen die Integration erspart werden. 

Zur Erläuterung diene die folgende, in Nr. 57 bereits gelöste 
Aufgabe: Auf einer geraden Strecke von der Länge a werden zwei 
Punkte Xy Y willkürlich angenommen; es ist der Mittelwert ft der 
n-ten Potenz tou XY^s zu bestimmen. — Läßt man X mit einem 
Endpunkt der Strecke zusammenfallen, so wird ft^ der Mittelwert der 
n-ten Potenz des Abstandes von Y von jenem Endpunkt; die Wahr- 
scheinlichkeit, daß n weitere Punkte innerhalb dieses Abstandes zu 

liegen kommen, ist einerseits — , andererseits gleichbedeutend mit der 
Wahrscheinlichkeit, daß Y unter n + 1 Punkten der letzte sei; folg- 
lich ist ^ — — 7-r, woraus u. « — p-r» Läßt man nun a um da 

wachsen, so ergibt sich zur Bestimmung von /^ die Differential- 
gleichung 

welche sich auf die Normalform der linearen Gleichung: 

da"^ a^^ n + 1 
bringen läßt; ihr allgemeines Integral ist 
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2a" + ^ 



(n+l)(n + 2)' 

und da ^ mit a zugleich verschwindet; so ist endgültig 

2 a'* 



/i- 



(n + l)(n+2) 



64. Das Vierpunktproblem. In einer gegebenen d>enen Figur 
werden vier Punkte beliebig angenommen; wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit^ daß sie sich zu einem konvexen Viereck verbinden lassen? 

Die Aufgabe kommt auf die folgende zurück: Nachdem 'drei 
Punkte angenommen worden, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, 
daß der vierte Punkt in das durch sie bestimmte Dreieck falle, wo- 
durch ein nicWkonvexes Viereck zustande kommt. Diese Wahrschein- 
lichkeit ist aber gleich der mittleren Fläche ft des durch die drei 
Pimkte bestimmten Dreiecks, dividiert durch die Fläche F der Figur. 
Und da jeder der vier Punkte als der letzte gelten kann, so ist die 
totale Wahrscheinlichkeit, daß einer von den vier Punkten in das 

Dreieck aus den drei andern falle, gleich -^, folglich die Wahr- 
scheinlichkeit eines konvexen Vierecks: 

Die Schwierigkeit der Lösxmg des Problems in besonderen Fällen 
hegt also in der Bestimmung von ft. 

Die vorstehende Aufgabe wird^) als die erste bezeichnet, welche 
seit Buffons Nadelproblem auf dem Gebiete der geometrischen Wahr- 
scheinlichkeit gestellt worden ist; ihr Urheber ist J. J. Sylvester. 

Spezielle Fälle des Vierpunktproblems, betreffend das Dreieck, 
das Parallelogramm, das reguläre Sechseck und den Kreis, sind von 
Woolhouse^) und von Crofton') behandelt worden. Daß die Wahr- 
scheinlichkeit p für den Kreis unter allen konvexen Figuren am 
größten ist, hat der letztere bewiesen; für das Dreieck dürfte sie am 
kleinsten sein. 

In den beiden folgenden Nummern legen wir eine Lösung für 
das Dreieck und den Kreis vor. 

65. Beispiel XXXIX. Das Vierpunktproblem für das Dreieck 
eu lösen. 

Es sei SIS56, Fig. 10, das gegebene Dreieck; seine Seiten mögen 
mit a, 5, c bezeichnet werden. 



1) M. W. Crofton, Probability. Encycl. Brit., 9. edit. (1886), XIX, Art. 69 ff. 

2) Educational Times 1867. 3) 1. c. 
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Um den Mittelwert /* eines beliebigen Dreiecks XYZ innerhalb 

S195S zu finden, gehen wir von der spezielleren Aufgabe aus, den 

Mittelwert it^ eines Dreiecks X YZ zu suchen, dessen 

^ eine Ecke, etwa Z, auf dem Umfange von 8[99&, 

/^\ z. B. in 2133 = c liegt. Zerlegt man SlSSß durch 

SZ in die beiden Teile 




%^z^A, a5ez = 5, 

80 daß 21S5(S =» ^ + 5 ist, so ergibt sich ii^ hei 
dieser Lage von Z mit Hilfe des Satzes in Nr. 58, 
wenn man kennt: 

den Mittelwert eines Dreiecks XTZ in SIS Z, 

den Mittelwert eines Dreiecks XYZ in 95®Z, 

den Mittelwert eines Dreiecks XYZ in 5195(S, wobei X in S199Z, 

4 4 

F in 95 SZ liegt; nach Nr. 60 ist der erste 27 ^? *®^ zweite — B, der 
dritte nach dem Satze Nr. 59 gleich y ( J. + B). Mithin hat man zur 
Bestimmung von il^ (Z) die Gleichung: 

(A + By(i,iZ)=^A'+^B'+^AB (A + B). 

Daraus berechnet sich zunächst 

wenn SlZ=a; gesetzt wird; demnach ist der Mittelwert von ZXY, 
wenn alle Lagen von Z auf 21 S5 berücksichtigt werden, 

c 


also bloß abhängig von der Fläche F des Dreiecks und daher gültig, 
wo auch Z auf dessen Umfange angenommen wird. 

Zur Bestimmung von fi hat man nun auf Grund des Satzes in 
Nr. 63 die Diflferenzialgleichung: 

denkt man sich die Erweiterung von F um dF so ausgeführt, daß 
das Dreieck dabei sich ähnlich bleibt, so ist 



fi 4" du y, d^ 

F+dF "" ^ "" JF' 
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dadurch verwandelt sich obige Gleichung in 

,.-3(1^-,»), 



woraus 

12 



/t = AF. 



Nach der allgemeinen Formel der Nr. 64 ist hiernach die Wahr- 
scheinlichkeit eines nichtkonvexen Vierecks y, die eines konvexen 

1 = 0,666.... 

66. Beispiel XL. Das Vierpunkiproblem für den Kreis zu Visen. 

Wir gehen wieder zunächst darauf aus, die mittlere Fläche /tj 
eines Dreiecks XYZ zu bestimmen, von welchem ein Eckpunkt, Zj 
auf dem Umfange liegt, Fig. 11. 

Zerlegt man den Kreis aus Z in die beiden Halbkreise A = B 

= -g-, so ist der Mittelwert eines Dreiecks ZXY in A oder in B 

IIa* 
nach Nr. 62 gleich tö— ; der Mittelwert eines Drei- 
ecks ZXYy das, wie das eingezeichnete, einen Eck- 
punkt in Äy den andern in B hat, beträgt auf Grund Z\ 

4a* 
des Satzes in Nr. 59 -r— . Demnach hat man zur 

Stt 




Bestimmung von ftj nach Nr. 58 die Gleichung: Fig. ii. 

/^^^2^2.. /5ra»\2lla* , /wa'xMla* , ^ /7ra*\«4a* 



und findet daraus 

_ 86 a* 

Die Bestimmung der mittleren Fläche ^ eines beliebigen Drei- 
ecks XYZ im Kreise kann nun mit Hilfe der in Nr. 63 entwickelten 
Differentialgleichung erfolgen; diese lautet im vorliegenden Falle: 



^ra^dft = Qnada yw^ — jtt), 



wenn man sich den Kreis durch einen Ring von der Breite da er- 
weitert denkt; dann aber ist auch 



fi -j- d{i, {L d{L 



na^ -^2nada na* 2nada'^ 
mit Benutzung dieser Relation ergibt sich ohne Integration: 
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S6a» 

Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit eines nichtkonvexen Vier- 
ecks im Kreise ttt-t» die eines konvexen 1 — ^r^^-^ = 0,7045 • • •. 
12«*' 12»' ' 

67. Willkürliche Gerade in der Ebene. Der in Nr. 50 ge- 
troffenen Grundannahme entsprechend hat man sich die transfinite 
Menge der Geraden in der Ebene^ wenn betreffs ihrer Erzeugung keine 
besondere Bestimmung getroffen ist, als homogen vorzustellen, d. h. 
bei gegebener Richtung sind alle Lagen, und bei gegebener Lage 
(Punkt) sind alle Bichtungeh gleichmäßig vertreten. 

Die Menge der Geraden, die durch einen Punkt gehen und 
zwischen zwei Grenzrichtungen sich befinden, hat das Bogenmaß des 
Winkels dieser Grenzrichtungen zum Maße; insbesondere ist durch n 
die Menge aller Geraden durch einen Punkt gemessen.*) 

Die Menge paralleler Geraden zwischen zwei bestimmten Grenz- 
lagen wird durch den Normalabstand dieser Grenzlage gemessen. 

Die Menge der Geraden, deren Abstand von einem festen Punkte 
zwischen l und l + dl liegt und deren Neigungswinkel (oder auch 
der Neigungswinkel des Lotes) zwischen und + dd variiert, hat 
zum Maße das Produkt dldO. 

Die Menge der Geraden, welche nach Lage und Richtung vor- 
geschriebenen Bedingungen genügen, wird durch das Integral j jdldd 

bestimmt, wobei das Integrationsgebiet den Bedingungen entsprechend 
zu begrenzen ist. 

Von besonderer Wichtigkeit ist es, ein Maß für die Menge der 
Geraden zu finden, welche eine geschlossene Kurve schneiden. Von 
der Erwägung ausgehend, daß durch alle Punkte der Ebene gleich- 
viele Geraden hindurchgehen und daß die Menge der Punkte auf einer 
Kurve durch deren Länge gemessen wird, kommt man zu dem Schlüsse, 
daß die Länge L der Kurve auch ein Maß für die Menge der sie 
schneidenden Geraden sei. Dieser Schluß ist aber nur dann statt- 
haft, wenn jede Gerade gleich oft zur Zählung 
kommt, und dies ist der Fall, wenn die Kurve 
nach außen durchaus hmvex ist, weil dann jede 
Gerade sie zweimal schneidet und daher zwei- 
mal gezählt wird. 

Nach den vorhin entwickelten Grund^tzen 
wäre die in Rede stehende Menge durch 

^ ^ Cjdldd zu bestimmen. Integriert man bei 

innenliegendem Ursprung 0, Fig. 12, und festem 




1) Einer Oeraden wird dabei nur eine Richtung zugeschrieben. 
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zunächst nach l, so ergibt sich^ weil dann aller Werte zwischen 
und 27C fähig ist; der Ausdruck 

in 



fue, 



welcher tatsächlich die Länge der Kurve vorstellt.^) 

Ist die Kurve nicht durchweg konvex, so tritt an die Stelle 
ihrer Länge die Länge eines sie umspannenden Fadens; denn jede 
Gerade, welche die ümspannung schneidet, schneidet auch die Kurve, 
und umgekehrt. 

Liegen in einer Ebene zwei konvexe Konturen derart, daß der 
eine (von der Länge L) den andern (von der Länge L') umschließt, 
so kommt die Wahrscheinlichkeit, daß eine den äußern Umriß 
schneidende, sonst beliebig gezogene Gerade auch den innem Umriß 

sehneide, gleich dem Verhältnis -j- der Längen. Dieser Satz läßt sich 

bei der Lösimg von Aufgaben über geometrische Wahrscheinlichkeit 
in mannigfacher Weise verwerten. 

68. Beispiel ZLI. Eine Scheibe mit hmvexem Umriß wird auf 
eine Ebene geworfen, die mit äquidistanten Pa/raUden überzogen ist; es 
ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß die Scheibe eine der Par- 
aUden decke, vorausgesetzt, daß sie vermöge ihrer Form und Größe 
nidit mehrere zugt^h decken kann. 

Diese Aufgabe kann in die folgende umgewandelt werden: Die 
Scheibe ist von einem Kreis umschlossen, dessen Durchmesser gleich 
ist dem Abstand 2a der Parallellinien; wie groß ist die Wahrschein* 
lichkeit, daß eine Gerade, welche den Kreis schneidet, auch den Um- 
fang der Scheibe treffe? Denn wird die Scheibe in fester Verbindung 
mit dem Kreise auf die besagte Ebene geworfen, so muß eine der 
Parallelen den Kreis schneiden; es handelt sich also nur mehr um 
die Wahrscheinlichkeit, daß sie auch die Scheibe treffe, und diese ist 

2^, wenn L den Umfang der Scheibe bedeutet. 

Diese Lösung des Nadelproblems (Nr. 53) ist hierin als spezieller 
Fall enthalten; denn man kann die Nadel, deren Länge 2c ist, als 
Grenzform einer konvexen Scheibe vom Umfange 4c ansehen; dem- 
nach ist die Wahrscheinlichkeit, daß die auf die Ebene geworfene 

Nadel eine der Parallelen kreuze, p = - — - = — . 

' -^ ina na 

Die vorstehende Aufgabe verdankt ihren Ursprung einem in 

Frankreich unter dem Namen ,jeu du Joint couvert** geübten Spiele, 

bei welchem eine Münze auf einen durch Fugen in gleichbreite 



1) Cauchy, Compt. rend. XII (1841), p. 1060 ff. 
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Streifen zerlegten Fußboden geworfen und darauf gewettet wird, daß 
sie eine Fuge decken werde. Aufgaben ähnlicher Art sind von 
Buffon^) zuerst gestellt worden; Verallgemeinerungen derselben hat 
Barbier*) behandelt. 

69. Beispiel XLTI, Die Wahrscheinlidikeit zu finden, daß eine 
Gerade^ welche eine konvexe Kurve L schneidet, auch eine außerhalb 
ihr befindliche Ttonvexe Kurve L schneiden werde. 

Die Lösung erfordert die Bestimmung des Maßes für die Menge 
jener Geraden, welche beide Kurven zugleich schneiden. 

Zu diesem Ende verzeichne man die inneren und äußeren ge- 
meinsamen Tangenten der Kurven und überlege an der Hand der 

Fig. 13 wie folgt: Die Menge der Geraden, 
welche den konvexen Umriß OPLQO, und 
derjenigen, welche den konvexen Umriß 
OPL'QfO schneiden, ist durch die Summe 
der Umfange beider, also durch die Länge X 
des beide Kurven umspannenden und sich 
j,. j3 kreuzenden Bandes gemessen. Unter diesen 

Geraden kommen diejenigen, welche L und 
L' zugleich schneiden, zweimal vor. Vergleicht man die beschriebene 
Menge mit der Mannigfaltigkeit jener Geraden, welche den konvexen 
Umriß LRRL'S'SL schneiden, die gemessen wird durch die Länge Y 
des beide Kurven umspannenden und sich nicht kreuzenden Bandes, 
so erkennt man leicht, daß in dieser Mannigfaltigkeit alle Geraden 
der erstbetrachteten Menge auch vorkommen, daß jedoch die L und i' 
zugleich schneidenden darin nur einfach auftreten; daher mißt die 
Differenz 

X-Y 

die Menge dieser letzteren Geraden. 

Da L (darunter die Länge der Kurve verstanden) die Menge der 

Geraden bedeutet, welche die gleichnamige Kurve schneiden, so ist 

die Wahrscheinlichkeit, daß eine willkürliche unter diesen Geraden 

auch L' treffe, 

X-Y 

Ein einfaches Beispiel hierzu bietet die folgende Aufgabe: Die 
Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß eine Gerade, welche die Halb- 
kreislinie AGB (Fig. 14) trifft, auch die supplementäre Halbkreis- 
liliie ABB schneide. 

Zunächst denke man sich jede der Halbkreislinien durch den 
Durchmesser AOB zu einem konvexen Kontur ergänzt. Man erkennt 
nun leicht, daß 

1) Vgl. hierzu Nr. 48. 2) Journal Liouville, (2) V, 1860. 
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L^ Tta + 2aj X=27ta + Aa, Y^2na 
ist; infolgedessen hat man 

P = —^ i o == 0,7779 . . .. 

Indessen kann die Aufgabe auch mittels des Schluß- 
satzes von Nr. 67 gelöst werden. Die Gerade, die 
AGB schneidet, trifft auch und nur dann den 
supplementären Halbkreis, wenn sie den Durch- 
messer AB schneidet; dieser aber kann als die 
Grenzform eines geschlossenen konvexen Umrisses von der Länge 4a 
innerhalb des ebenfalls konvexen Umrisses ACBOA von der Länge 
aa + 2a betrachtet werden. 

70. Beispiel XUH. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, 
daß zwei 'beliebige Sekanten eines konvexen geschlossenen Umrisses einr- 
ander innerhalb desselben schneiden. 

Die Länge des Umrisses sei L, die von ihm eingeschlossene 
Fläche heiße F. 

Die auf der erstgezogenen Sekante ausgeschnittene Sehne c kann 
als die Grenzform eines geschlossenen konvexen Umrisses von der 
Länge 2c angesehen werden, der innerhalb des gegebenen liegt; daher 

ist Y ^^ Wahrscheinlichkeit, daß die zweite Sekante diese Sehne, 

also die erste Sekante innerhalb L schneide. Sind l, die Para- 
meter der ersten Sekante in der in Nr. 67 erklärten Weise, so ist 

-Y~ die Wahrscheinlichkeit der Sehnenlänge c, folglich 

^dldO 

die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, daß bei dieser Lage der 
ersten Sekante ein innerer Schnitt erfolge. Die totale Wahrschein- 
lichkeit eines solchen Schnittes ist also: 

p - jiffcdldd - ^fdefcdl] 

nun bestimmt jcdlj auf alle Sekanten einer bestimmten Richtung be- 
zogen, die Fläche F, und die noch übrige Integration nach ist 
zwischen den Grenzen und n vorzunehmen; daher ist endgültig 

2nF 
Zu einem andern Ausdruck für p gelangt man, wenn man die 
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mittlere Länge der Sehne c, ^(c) zu Hilfe nimmt; dann ist nämlich 
unmittelbar (Nr. 56) 

Durch Vergleichung beider Resultate ergibt sich die mittlere 
Sehnenlänge eines konnexen Konturs von der Länge L und der um- 
schlossenen Fläche F: 

S5(c) = ^. 

Es ist wohl zu beachten, daß hier die Sehne als der auf einer 
beliebigen Geraden der Ebene durch die Kurve gebildete Abschnitt 
verstanden wird (Nr. 50). 

Aus diesen allgemeinen Formeln ergibt sich beispielsweise , daß 
zwei beliebige Sekanten eines Quadrates von der Seite a sich mit der 

Wahrscheinlichkeit -^ = 0,3927 • • • innerhalb des Quadrateö schneiden, 

und daß die mittlere Länge der auf den Sekanten ausgeschnittenen 

Sehnen gleichkommt -v-; daß zwei beliebige Sekanten eines Kreises 

vom Halbmesser a sich mit der Wahrscheinlichkeit — = 0,5 innen 

schneiden und die mittlere Länge der Sehne - beträgt. 

71. Das Bertrandsohe Paradoxon. Unter dieser vermutlich 
von Poincare^) stammenden Bezeichnung ist ein von Bertrand^ 
aufgestelltes Problem Gegenstand wiederholter Kritik und Unter- 
suchung geworden. Die Fragestellung, wie sie der Urheber formu- 
lierte, lautet: „Li einem Kreise wird eine Sehne ieliebig gezogen. 
Welches ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie größer ist als die Seite 
des eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks?" 

Der Ursprung der Paradoxie, die man glaubte in diesem Problem 
gefunden zu haben, liegt darin, daß man den Begriff einer „beliebigen 
Sehne" verschieden deuten, sie verschiedenen transfiniten Manidgfaltig- 
keiten zuzählen kann, je nach der Art, wie man die Sehne erzeugt 
denkt (Nr. 50). Bertrand selbst hat hierüber drei verschiedene An- 
nahmen gemacht und ist jedesmal, was gar nichts Überraschendes an 
sich hat, zu einem andern Resultat gekommen; er faßt schließlich 
seine Anschauung über die Sache in die Worte: „Welche unter diesen 
Antworten ist die wahre? Keine von den drei ist falsch, keine ist 
zutreffend, die Frage ist schlecht gestellt.^ 

Von diesen drei Behauptungen ist die mittlere unrichtig^ jede 
der Lösungen ist unter der ihr zugrundeliegenden Annahme wahr. 



1) Calc. d. probab., p. 94. 

2) Calc. d. probab., p. 4. 
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Was die Fragestellung betriflFfc, so verhält es sich mit ihr ebenso wie 
bei allen Problemen der geometrischen Wahrscheinlichkeit, bei denen 
die ,,beliebige Annahme" dieses oder jenes Elements verschiedener 
Auslegungen fähig ist. 

Bertrands Annahmen sind die folgenden: 1. Es wird ein End- 
punkt der Sehne angenommen, diese dann in beliebiger Richtung ge- 
zogen. 2. Es wird die Richtung der Sehne angenommen, diese dann 
durch einen beliebigen Punkt des zur Richtung normalen Durch- 
messers geführt. 3. Es wird der Mittelpunkt der Sehne beliebig ge- 
wählt. 

Man kann diese Annahmen vermehren und beispielsweise auch 
80 vorgehen: 4. Nachdem ein Endpunkt angenommen, wird die Sehne 
durch einen beliebigen Punkt der Kreisfläche gezogen. 5. Es werden 
beide Endpunkte beliebig angenommen. 6. Die Sehne wird durch 
zwei in der Kreisfläche beliebig gewählte Punkte geführt usw. 

In allen Fällen wird man aber schließlich an der Grundannahme 
festhalten, das Gebiet, auf das sich die Willkür bezieht, als homogen 
vorauszusetzen. 

Wollte man der Mehrdeutigkeit dadurch ausweichen, daß man 
jener Auffassung vor allen andern den Vorzug gibt, welche der Natur 
der Sache, oder besser gesagt unserer Gewohnheit des Sehnenziehens, 
am besten entspricht, so wäre auch eine Entscheidung hierüber kaum 
zu treffen; am wenigsten entspricht jedenfalls die Modalität (3). 
' Die Lösung des Problems gestaltet sich unter den aufgezählten 
Annahmen wie folgt. 

1. Ist einmal der eine Endpunkt angenommen, so denke man 
sich von ihm aus die beiden Sehnen von der Länge der Dreiecksseite 
gezogen; fällt die beliebig angenommene Sehne zwischen diese, so 
ist sie größer als die Dreiecksseite. Da nun das Maß der Gesamtheit 
der Richtungen durch den Punkt jr, das Maß der Gesamtheit dei' 

günstigen -^ ^s*> so ist 2> =» g^. 

2. Diese Modalität entspricht der Auffassung der Sehne als Aus- 
schnitt auf einer in der Ebene des Kreises gezogenen Geraden, die 
den Kreis schneidet; schneidet sie auch den konzentrischen Kreis vom 
halben Radius, so ist die Sehne, und nur dann, länger als die Dreiecks- 
seite. Da die umfange der Kreise (den Radius als Einheit ange- 
nommen) 27t und jr sind, so ist (Nr. 67) ^j = ~. 

3. Fällt der in der Kreisfläche angenommene Punkt in die Fläche 
des konzentrischen Kreises vom halben Radius, so wird die durch ihn 
gezogene kürzeste Sehne länger als die Dreiecksseite. Da die Punkt- 
mengen der beiden Kreisflächen die Inhalte üt und -r- besitzen, so ist 



'-i 
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4. Nachdem der Endpunkt angenommen, ziehe man von ihm aus 
die beiden Sehnen von der Länge der Dreiecksseite. Fällt dann der 
beliebig angenommene Punkt in den zwischen den Sehnen enthaltenen 
Flächenteil, so tritt ein günstiger Fall ein. Der Menge n der mög- 
lichen Punkte steht die Menge ^ + ^^ der günstigen gegenüber; also 



i + || = 0-609. 



ist p 

5. Diese Auffassung fällt mit der unter 1. zusammen, weil der 
gleichmäßigen Verteilung der Punkte auf dem Umfang auch eine 
gleichförmige Verteilung der vom angenommenen ersten Endpunkt 
nach ihnen führenden Richtungen entspricht; demnach ist auch hier 

1 

6. Durch den Kreis vom Radius OR^--, Fig. 15, zerfällt "^ der 

gegebene Kreis in zwei Gebiete. Fällt 
der erstangenommene Punkt M auf 
das innere Gebiet, wofür die Wahr- 
scheinlichkeit -j besteht, so ist die 

Sehne sicher, wie auch der zweite 
Punkt N angenommen werden möge, 
länger als die Dreiecksseite. Fällt der 
erste Punkt M in das äußere Gebiet 
auf einen Kreisring mit den Radien 
OM^x und X -h dXj wofür die Wahr- 
scheinlichkeit = 2iprfa? besteht, 

so ergibt sich ein günstiger Fall nur 
dann, wenn der zweite Punkt N in eine der Flächen MQBD, 
MPÄC zu liegen kommt. Setzt man also MQBD + MPAC^Xy 
so ist 




Fig. 15. 



-1+1/ 



Xxdx, 



Nun ist 



daher 



MQB = OQB + ^MOQ = OQB + 2^ MOB + ^MOP 
MPA^OPA-^MOP, 

X^2 (OQB + OPA + 2^ MOB)', 

mit Benützung des Winkels OMQ^ q> und unter Beachtung, daß die 
Winkel bei P und Q je 30® betragen, ergibt sich 
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X== 2^) + a; cos 9, 



und hiermit 



2sm9)' 2sin*9) 






es ist aber 



/qp cos qpc 



6 
fpd(p (p cotgy 



2 sm^y 



8/« 9 ^ 



/COs'qpcfqp COtg'qp 
4 sin« 9 12 ' 

daher schließlich^) 

47r + 9|/3 A'?.!/^ 

l)--^^»^-» 0-746. 



IL Abschnitt. Wahrscheinlichkeiten, 
betreffend die Ergebnisse wiederholter Beobachtungen. 

§ 1, Das Theorem von Bernoulli. 

72. Entwioklimg der Fragestelinng. Aus der Verwirklichung 
gewisser allgemeiner Bedingungen möge mit Notwendigkeit eines der 
Ereignisse E, E hervorgehen; för das Eintreffen des ersten bestehe 
die Wahrscheinlichkeit p, für das zweite die Wahrscheinlichkeit 3, 
so daß p + 3 = 1 ist. Die Verwirklichung (Versuch, Beobachtung) 
soll nicht einmal, sondern 5-mal geschehen; jedoch sei ausdrücklich 
Yorausgesetzt, daß der Komplex der allgemeinen Bedingungen in dem 
Sinne unveränderlich bleibe, daß die Wahrscheinlichkeiten p, q bei jedem 
Versuche dieselben Werte besitzen. Das einfachste Schema für diesen 
Sachverhalt kann in wiederholten Ziehungen einer Kugel aus einer 
Urne erblickt werden, welche weiße und schwarze Kugeln in be- 
stimmtem Mengenverhältnis enthält; die gezogene Kugel wird jedes- 

1) Man vergleiche zu diesem Problem: H. Poincar^, Calc. d. probab., p. 
94—96 und 98; R. de Montessus et Gr. Lechalas, Un paradoxe du calc. d. 
probab. Nouv. Ann. IV (8), 1908, p. 21—31, 843—348; E. Cesäro, Considera- 
zioni 8ul concetto di probab., Periodico di matemat. VI (1891), p. 1 — 18, 49—62. 
— R. Lamm eis Dissertation (p. 29 — 82, 38—39) ist in den bezüglichen Aus- 
führungen unklar und widersprechend; das dort für die Modalität 6 angegebene 

Resultat p = ^7" — — = 0622 • • • ist unrichtig. 
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mal zurückgelegt und unter die andern gemengt, ehe der nächste Zug 
geschieht; das Erscheinen einer weißen Kugel gelte als Ereignis E^ 
das einer schwarzen als Ereignis E. _ 

Wenn man bloß die Wiederholungszahlen der Ereignisse E, E 
in Betracht zieht und von ihrer Reihenfolge, falls sie überhaupt fest- 
stellbar wäre, absieht, so sind 5 + 1 verschiedene Gesamterfolge der 
s Beobachtungen möglich. Es kann 

das Ereignis E 5- mal, das Ereignis E gar nicht, 

ff ff fy ^ ^ ff n ff » ^ VßBl 

r ff ff ^ ^ ff ff ff ff ^ ff 

das Ereignis E gar nicht, das Ereignis E 5-mal 

eintreten. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Kombinationen sind durch 
die aufeinander folgenden Glieder der nach fallenden Potenzen von p 
geordneten Entwicklung von 

(p + qy 

bestimmt (s. Nr. 39); insbesondere stellt das Glied 

die Wahrscheinlichkeit SB (jB^JE?**) dar, daß der Gesamterfolg in der 
m- maligen Wiederholung von E und der n-maligen Wiederholung 
E bestehen werde oder, falls er schon vorliegt, bestehe. 

Es mag hervorgehoben werden, daß diese Wahrscheinlichkeits- 
messung für einen Gesamterfolg geradeso wie die Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung für den einzelnen Versuch lediglich auf der Wahrschein- 
lichkeitsdefinition beruht und demgemäß folgenden Sinn hat: In dem 
Gesamtumfang der Ausführungsmöglichkeiten der s Versuche machen 
diejenigen, welche mit Notwendigkeit zu dem in Bede stehenden Ge- 
samterfolg hinführen, einen Teil aus, dessen Verhältnis zum Ganzen 
durch die Zahl (1) bestimmt ist. 

Hinsichtlich der möglichen Erfolge der s Versuche sind nun zwei 
Fragen von besonderer Bedeutung: Welcher unter den Erfolgen ist 
der wahrscheinlichste? Welche Wahrscheinlichkeit besteht dafür, daß 
sich ein Erfolg einstellen werde, der von dem wahrscheinlichsten nicht 
mehr als innerhalb vorgegebener Grenzen abweicht? 

Der Sinn des Wortes „Abweichung" ist hier der folgende: Sind 
m', n die Wiederholungszahlen von E und E in der wahrscheinlichsten 
Kombination, so weist eine Kombination mit den Wiederholungs- 
zahlen m, w die Abweichung m — m = — (n — n') auf; um so viel 
übertrifft (wenn m — m'>0) die Wiederholungszahl von E in der 

.,._., ^oogle 
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letzteren Kombination jene in der wahrscheinlichsten Eombinaiion^ 
oder um so viel bleibt sie hinter ihr zurück (wenn m — m' <i 0). 

Die Beantwortung der aufgestellten Fragen bietet keine prin- 
zipiellen Schwierigkeiten dar. Die erste erfordert die Feststellung des 
größten Gliedes in der Entwicklung von Q) + g)*; die Exponenten 
von j!>^ g in diesem Gliede kennzeichnen die wahrscheinlichste Kombi- 
nation, der Wert des Gliedes selbst gibt ihre Wahrscheinlichkeit. Um 
die zweite Frage zu beantworten, hat man jene Glieder der Entwick- 
lung auszurechnen, welche Abweichungen innerhalb der vorgezeichneten 
Grenzen aufweisen; ihre Summe gibt die Wahrscheinlichkeit, daß diese 
Grenzen nicht überschritten werden. 

Ist s eine nur mäßige Zahl und sind auch |>, g durch einfache, 
d. h. mit wenigen Ziffern darstellbare Zahlen ausgedrückt, so verur- 
sacht die Ausführung dieser Rechnungen keine große Mühe. Wir 
wollen zwei Beispiele in dieser Art erledigen, um daran einige Wahr- 
nehmungen zu knüpfen. 

Aus einer Urne, welche zwei weiße und eine schwarze Kugel 
enthält, mögen 6 Ziehungen vorgenommen werden. 

Die Entwicklung 

g+ir-©'+«©'i+'Kr(s)'+^(i)'©'H->'(r(i)'+»©(5)"+©* 

""729"^ 729 "^ 729 "*" 729 "*" 729 "• 729 "^729 

zeigt, daß die Kombination, welche 4 weiße und 2 schwarze Kugeln 
mnfaßt, unter allen die wahrscheinlichste ist; auf die Frage nach der 
Wahrscheinlichkeit, daß die Wiederholungszahl der weißen Kugel 
nicht über 5 und nicht unter 3 falle, die Abweichung von der wahr- 
scheinlichsten Wiederholungszahl also nicht mehr als 1 nach auf- oder 
abwärts betrage, gibt sie die Antwort: 

192 240 160 _ 692 
729 "*" 729 "^ 729 "" 729* 

Aus derselben Urne sollen doppelt so viel, das sind 12 Ziehungen 
Toi^enommen werden. 

2 

Die 13 Glieder der nach fallenden Potenzen von — geordneten 

Entwicklung von f y -j- yj sind Brüche mit dem Nenner 531441 
und den Zählern: 

4096, 24576, 67584, 112640, 126720, 101376, 59136, 25344, 
7920, 1760, 264, 24, 1. 

Daraus ist zu entnehmen, daß die Kombination von 8 weißeg^und 

L^iyui^^u by 



tund , 
.oogle 



112 Erster Teil. Wahrscheinlichkeitstheorie. 

4 schwarzen Kugeln die wahrscheinlichste ist; daß ferner die Wahr- 
scheinlichkeit, weiß werde nicht öfter als lOmal und nicht seltener 
als 6 mal sich einstellen, gleich ist 

67684 112640 , 126720 101876 59136 467456 

• KtltAÄt "T" RÖtTÄT "• PitllAAt ' 



581441 ' 581441 ' 531441 ' 531441 ' 581441 581441 

An diesen Beispielen sei folgendes hervorgehoben. 
Bei 6 Versuchen hat die wahrscheinlichste Kombination die Wahr- 
scheinlichkeit: 

S^ = 0,3030..., 

bei 12 Versuchen — die übrigen Umstände blieben unverändert — die 
Wahrscheinlichkeit : 

diese Wahrscheinlichkeit hat sich mit der wachsenden Anzahl der 
Versuche vermindert. Diese Erscheinung kann nicht überraschen, 
wenn man beachtet, daß mit der Anzahl der Versuche auch die Menge 
der möglichen Erfolge wächst. 

Für die Grenzen 5, 3 der Wiederholungszahl weißer Kugeln ergab 
sich bei 6 Versuchen die Wahrscheinlichkeit: 

^^^ = 07474...- 

729 ^?«*«* 7 

für die Grenzen 10, 6 bei 12 Versuchen die Wahrscheinlichkeit: 

467456 



531441 



= 0,8796 



Das Verhältnis der Grenzen zur Gesamtzahl der Versuche ist beidemal 

dasselbe, nämlich — = — und y = tö ? ^i® Wahrscheinlichkeit der 

NichtÜberschreitung dieser Grenzen fiel das zweite Mal größer aus. 

Die Reihe der Wahrscheinlichkeiten ist asymmetrisch, nach der 
Seite des Ereignisses mit der größeren Wahrscheinlichkeit kürzer und 
aus größeren Zahlen bestehend. Sie würde symmetrisch ausfallen, 

1 
wenn i> = g' = y wäre. 

Bei sehr großen Werten von s und weiteren Grenzen der Ab- 
weichung wird die direkte Erledigung der gestellten Fragen wegen 
der Weitläufigkeit und Umständlichkeit der erforderlichen Rechnungen 
physisch undurchführbar. Für solche Fälle sind seit der Zeit, da 
Jakob Bernoulli diese Untersuchungen in Angriff genommen^), 

1) Ars conjectandi, pars quarta, p. 210—239 (Ostwalds Klassiker Nr. 108, 
p. 71—107). 
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Näheningsmethoden ausgebildet worden, um welche sich insbesondere 
A. de Moivre*), J. Stirling*), C. Maclaurin*), L. Euler*) und 
P. S. Laplace^) verdient gemacht haben. Mit der Entwicklung dieser 
Analyse und ihrer Anwendung auf yerschiedene Probleme beschäftigen 
sich die folgenden Nummern. 

73. Wahrscheinllohstes Brgebnis einer Versnohsrelhe. 
Seine Ermittlung ist gleichbedeutend mit der Aufsuchung des größten 

Gliedes der Entwicklung von {p + g)*. Ist —r—.p^g(^ dieses Glied, so 

steht es mit dem vorangehenden und nachfolgenden in der Beziehung: 

(w + l)I(w — 1)!-^ ^ ^m\n\^ ^ ^ (w - 1)! (n + 1)1^ ^ ' 
woraus einerseits 



andererseits 



*^+i ^ *^ 1 



m q 

folgt; eliminiert man hieraus n und q mittels der Gleichungen m + n^^^s 
mid i> + 4 = 1; so ergeben sich für m die Grenzen: 

sp — q<m<sp+p. (1) 

Da das Intervall dieser Grenzen 1 beträgt, so ist durch sie, sofern 
sie nicht ganze Zahlen sind, m als ganze Zahl eindeutig bestimmt. 
Ist hingegen sp — q und infolgedessen auch sp -{-p eine ganze Zahl, 
so ergeben sich zwei um eine Einheit verschiedene Werte von m, die 
Entwicklung hat iswei gleiche Glieder, welche größer sind als alle 
übrigen. 

Wie dem auch sei, der Quotient — unterscheidet sich höchstens 

um — von p und ebenso der Quotient — höchstens um — von g; 
ist sp eine ganze Zahl, dann ist m ^ sp die der Belation (1) ent- 
sprechende Zahl und — dann genau gleich p, ebenso — genau 

gleich q. 

Unter allen Ergdmissen, die in s Versuchen möglich sind, ist hier- 
nach dasjenige am wahrscheinlichsten, _^in welchem das Verhältnis mm 
der Wiederholungsmhlen von E und E dem Verhältnis p:q der Wahr- 
scheinliMceiten gleich oder am nächsten ist. 

1) Doctrine of chances (8. Aufl. 1756), p. 243—254; MisceUanea analytica 
(1780), Supplem. 

2) Methodus differentialis (1780). 8) Treatise of Fluxions (1742). 

4) Institutiones calculi differentialis (1755). 

5) Theorie analyt. d. probab. (1812), cbap. UI. /^ T 
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Die weiter folgende Analyse läßt es zu, 
m «= spj n^ sq 
zu setzen und daher das größte Glied in der Form 

^o = (i^,^i'-2" (2) 

auch dann zu schreiben, wenn sp, sq nicht ganze Zahlen sein sollten. 
Zur Er^uterung dienen die folgenden Zahlenbeispiele. Aus eiuer 
Urne mit 3 weißen und 2 schwarzen Kugeln werden 400, beziehungs- 
weise 623, 624 Ziehungen gemacht; welches ist in jedem dieser drei 
Falle das wahrscheinlichste Resultat? 

•rr-r ... 3 

Die Wahrscheinlichkeit einer weißen Kugel ist ^ = — , die einer 

schwarzen ö = -^ • 
o 

Bei s « 400 ist sp —* 240, sq = 160, und da dies ganze Zahlen 

sind, so besteht die wahrscheinlichste Kombination aus 240 weißen 

und 160 schwarzen Kugeln. 

In dem Falle 5 = 623 sind 373^, 374^ die Grenzen des m 

einschließenden Intervalls; daher ist m = 374, n = 249. 

In dem Falle 5 = 624 findet man 374, 375 als Grenzen des 
Interyalls für m; man darf daher ebensowohl w = 374, w »= 250 wie 
m = 375, n = 249 setzen. 

74. NfthenmgBweise Darstellimg des grSBten G-liedes. 
Ist 5 eine große Zahl, so darf man die in dem maximalen Gliede Tq 
auftretenden Faktoriellen mittels der Stirlingschen Formel aus- 
drücken; darnach ist 

, _i_ 

5! =5 2 C-' 1/2^ 

(5|>)!=(5i?)""^^c-^y2^ 



(53)! = (53r"^«'^-'Y2^; 



8l 



daraus ergibt sich für den Binomialkoeffizienten r — >, , >, der an- 
genäherte Wert 



p ^ q ^ y27t8 



und für das größte Glied der angenäherte Wert: 



T «= ^ . ^ (3) 
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Bei demselben p, q nimmt also die Wahrscheinlichkeit der wahr- 
scheinlichsten Kombination mit wachsender Yersuchszahl^ und zwar 
im Verhältnis ihrer reziproken Quadratwurzel^ ab. Bei gegebenem s 

hat Tq den kleinsten Wert, wenn |) =- j — ^ is^ 

Daß bei 1000 Würfen mit einer Münze gleich oft Wappen und 
Schrifk sich einstelle, hat die Wahrscheinlichkeit 

-4= - 0,025231 : 

daß in 1000 Ziehungen aus einer Urne mit 4 weißen und 1 schwarzen 
£ugel 800 weiße und 200 schwarze Eugehi erscheinen, ist mit der 
Wahrscheinlichkeit 

-i= = 0,031539 

y820« 
zu erwarten« 

Um zu zeigen, daß die Formel (3) auch schon bei mäßigem s 
ziemliche Annäherung gibt, benützen wir die beiden Beispiele in Nr. 72. 

Dort war i> = |,, = A 

und für 5 — 6 der strenge Wert von T^ = 0,3030, 

der angenäherte ist 0,3455; 

für 5 = 12 der strenge Wert von T^ = 0,2380, 

der angenäherte ist 0,2443. 

Welche Näherung sie bei großem s Hefert, soll an dem Falle 5=- 1200 
durch Nebeneinanderstellung der strengen und der Näherungsrechnung 
dargetan werden; die linksstehende Rechnung ist mit Hilfe der in der 
Fußnote zu Nr. 11 an zweiter Stelle erwähnten Logarithmentafel der 
Fakultäten geführi 

rp 12001 2«^» 



80014001 8 "00 7 

log 12001 - 3175,802827 
log 8001-1976,887084 
log 400!= 868,806414 



330,109329 
800 log 2 = 240,823997 



^0 


3 

|/4800jr 


log 4800 


= 3,681241 


log a 


=- 0,497150 




4,178391 




2,089196 


log 3. 


- 0,477121 



570,933326 log T« = 0,387925 - 2 

1200 log 3 - 572,545506 To- 0,024430 



logTo = 0,387820-2 
To = 0,024424 
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75. Nftheningsweise Darstellimg eines G-lledes, das von 
dem maximalen eine Abweichung von der Ordnung Ys anf- 
weist. Dasjenige Glied; welches dem größten G-liede yorangehend 
Yon diesem durch l — 1 Glieder getrennt ist^ hat den Ausdruck: 

das hierzu symmetrisch angeordnete Glied lautet: 

Um für das erstgedachte Glied unter der Voraussetzung; daß l 
eine Zahl von der Größenordnung }/$ sei, und unter Vernachlässigung 
von Größen von der Ordnung — aufwärts einen Näherungswert zu 

erhalten^ drücke man zunächst die Fakultäten mit Hilfe der Stirling- 
schen Formel aus; dabei benütze man die Umformung 

und ähnlich bei (sg — l)\. Dadurch ergibt sich fllr T^ der Ausdrack: 






Nun ist mit der oben angegebenen Approximation der natürliche 
Logarithmus 



_-,i,_/_ 



=. 1>J__JL_J1 

' 28q 28q 65«g* ' 

die Summe dieser Logarithmen reduziert sich auf 

(P-q) i _ J^ . J[ ^'_ .... 

28pq 28pq ' 6«*^* 68*q* "^ ^ 

das Produkt der beiden Elammerfaktoren von Ti kann also durch 
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^2*pq i»pq 6«*^ 6#«9* 



oder durch 



r^^ (l 4- ^-g)^ ^ J!. ^— 4. 

ersetzt werden. 
Hiemach ist 



p 



daraus ergibt sich ohne weitere Rechnung: 



p 



-' 1/2^^^ V 28pq 6«V"^6«V "^"/* 

Der gemeinsame Faktor beider Ausdrücke ist eine gerade Funktion 
von ?; der zweite Faktor führt die Asymmetrie herbei; ist ^ > g, so 
ist T, > T_,. 

Wird die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten Ti, T_, ge- 
nommen^ so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit^ daß die Abweichung 
ji^h auf- oder abwärts { betrage, und diese ist 



Ti + T_, • 



itpq 



y2n8pq 



Sofern n^an also Glieder der Entwicklung zusammenfaßt, welche 
in bezug auf das größte Glied symmetrisch angeordnet sind, darf man 
innerhalb der angegebenen Grenzen von l und mit der bezeichneten 
Genauigkeit die Werte von Ti durch die gerade Funktion 

T,= --J.^e~^' (6) 

Y^Ttspq 
darstellen. 

Indessen liegt es in der Natur dieser Funktion, in ihrer außer- 
ordentlich raschen Abnahme mit wachsendem x, daß man sie auch 
über die angegebenen Grenzen hinaus anwenden darf, ohne einen er- 
heblichen Einfluß auf die ziffermäßigen Resultate befürchten zu 
müssen. Es werden für beträchtliche Abweichungen sowohl die 
strengen wie auch die nach dem Gesetze (6) gerechneten Näherungs- 
werte von Ti so außerordentlich klein, daß sie bei Lösung einer 
pn^ischen Frage nicht in Betracht kommen. 

Die rasche Abnahme von Ti mag aus dem folgenden Beispiele 
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3 2 

ersehen werden. Für l>=»-g-? 2'^T'? ^^ 2500, in welchem Falle l 

von der Ordnung von 50, also ein mäßiges Vielfache von 50 sein 
darf, ergibt die Rechnung nach (6): 

Tq^ —— ^ 0,016287, 
^60 -V 12^0,0020280, 

_16 

Tm^T^e »=0,000078632, 
^100 = ^0« ' - 0,0000039149, 

^160 ^T^^ ^ - 0,00000000019318. 

Die weitere Abnahme erfolgt so rasch, daß Tt^ erst an der 93. Stelle 
eine bedeutsame Ziffer hat. 

76. Wahrscheinliohkeit, daß die Abweiohimg innerhalb 
gegebener Grenien verbleibe. Die Wahrscheinlichkeit P, daß 
die Wiederholungszahl von E zwischen die Grenzen sp — l und sp + l 
und entsprechend dem die Wiederholungszahl von E zwischen sq — l 
und sq + l falle, mit andern Worten: daß die Abweichung des Erfolges 
von der wahrscheinlichsten Kombination dem Betrage nach l nicht 
überschreite, ist dargestellt durch die Summe 

i 

Diese Summe läßt sich aber durch folgende Betrachtung auf ein 
Integral, und zwar mit großer Annäherung, zurückßihren. 

Faßt man die Gleichung (6) als Gleichung einer Kurve auf, 
wobei T^ die Ordinate bedeutet, so kann die Fläche zwischen der 
Kurve, der Abszissenachse und den Ordinaten T, und T_, imherungs- 
weise mittels der zu den Abszissen l, Z — 1, Z — 2, ••• — (? — 1) ge- 
hörigen Ordinaten wie folgt ausgedrückt werden: 

T, + T,_i + . . . + T_(,_i); 

ein mit diesem gleichberechtigter Ausdruck lautet^): 

1) Der erste Ausdruck entspricht der Summe der Rechtecke, welche er^ 
halten werden, wenn man durch den Endpunkt jeder Ordinate bis an die be^ 
nachbarte eine Parallele zu XX' nach rechts zieht; der zweite Ausdruck gibt 
die Summe der Rechtecke, welche durch das Ziehen der Parallelen nach linka 
erhalten werden. 
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r,., + r,., + • • • + r.,; 

größere Genauigkeit wird erzielt, wena man das Mittel beider Summen 
nimmt; demnach kann 

fTJx = 2fTJx^T,_, + r,_, + • • • + T-(,_,) + ^i^--^, ' 



— < 

gesetzt werden, woraus^) 



— t 
also 



1) Diese Formel, welche wir hier aus einem Falle der einfachen mecha- 
nischen Quadratur gewonnen haben, ist zuerst Yon Laplace (1. c.) mittels der 
Euler sehen Summenformel abgeleitet worden. Diese löst in aller Strenge das 

/- 1 
analytische Problem, die Summe ^2. durch ein Integral auszudrücken, und 

* 
lautet: 



darin bedeuten T\ T"\ • • • Ableitungen von T nach x und JB^, JB„ JB,, • • • die 
Berno Ulli sehen Zahlen — , — r, j^i ". Beschränkt man sich mit Bücksicht 

auf die Natur der hier Yorliegenden Funktion auf das Glied — T, so ist 

m 

l—l l 









0—1 

^r, = 2/rda,+ -i-^— ' 
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woraus 





nun ist aber 



daher 
wie oben. 
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folgt. 

Setzt man für T^, T,, T., die Werte der Gleichung (6) gemäß 
ein^ 80 ergibt sich fQr P die Darstellung: 

P^ — — / e 2*^«dx + 



welche noch dadurch vereinfacht werden kann^ daß man 

für — die neue Variable t, 

V2spg 

für — — den Buchstaben y 



einführt; alsdann wird 



t 



77. Formulierung des Bemoulllsohen Theorems. Der In- 
halt dessen, was in der gegenwärtigen Literatur unter dem Namen 
des Bernoullischen Theorems geführt wird, hat erst durch Laplace^) 
die endgültige Formulierung erhalten, in der wir das Theorem nun- 
mehr vorführen. Man kann es in dem folgenden Satze zusammen- 
fassen: 

„TTenn über zwei entgegengesetzte Ereignisse E und E, deren 
WahrseheinlidiJceiten p und q konstant sind, s Versuche angestellt werdeny 
so ist unier allen möglichen Ergebnissen dasjenige am wahrscheinlichsten, 
in welchem das Verhältnis m : n der Wiederholungszahlen von E und E 
dem Verhältnis p:qder Wahrscheinlichkeiten gleich oder am nächsten ist 

Unter der Voraussetzung, daß die Zahl s der Versuche groß sei, 
drückt sich die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Wiederholungszahl nt 
von E zwischen die Grrenzen 

sp — yy2spq und sp + yy2spq, (8) 

das Verhältnis — dieser Wiederholungszahl zur Anzahl der VerstAche 

oder die relative Häufigkeit des Eintreffens von E also zwischen die 
Grrenzen 



1) Theorie analyt., chap. lU. 
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p-yV^ und p + y]/^ . (9) 

falle, durch 

P = ^ te-''dt+ f~ (7) 



Um in den Sinn dieses weittragenden Satzes tiefer einzudringen, 
sei zunäclist vorgreifend bemerkt, daß der Wert des ersten Gliedes 
auf der rechten Seite von (7) selbst für mäßige Werte von y der 
Einheit sehr nahe ist und schon bei y = 4 sich außerordentlich wenig 
von ihr unterscheidet; das zweite Glied liefert dann nur mehr einen 
sehr geringen Beitrag zu P, der unbeschadet der Richtigkeit der 
nachfolgenden Schlüsse vernachlässigt werden kann. 

Aus den Ansätzen (8) und (9) ergibt sich nun: 

yyDie einer gegebenen Wahrscheinlichkeit P entsprechenden Grenzen (8) 
der WiederholungszaM m erweitern sich mit wachsender Anzahl der Ver- 
suchCy jedoch nur im Verhältnis von Ys.^^ 

„Die einer gegebenen WahrscheinlichJceit P entsprechenden Grenzen (9) 

des Verhältnisses — , der relativen Häufigheit des Auftretens von E, ver- 
engen sich mit wachsender Anzahl der Versuche und Jcönnen durch 
entsprechende Vergrößerung von s beliebig eng gemacht werden}^ 

„Es ist möglich^ die Zahl s der Versuche so groß zu wählen, daß 
man mit einer der Einheit beliebig nahen WahrscheiräichTceit erwarten 

darfy es werde die relative Häufigkeit — nicht mehr als innerhalb be- 
liebig eng festgesetzter Grenzen von p abweichen.*^ 

Es muß ausdrücklich hervorgehoben werden, daß das Bernoullische 
Theorem nur Wahrscheinlichkeitsaussagen enthält und daher nur die 
Erwartungsbildimg regelt, daß es also, wie jeder Satz der Wahrschein- 
hchkeitstheorie, über das wirkliche Geschehen keinen Aufschluß gibt. 
Wenn also mit einer der Einheit noch so nahen Wahrscheinlichkeit 

zu erwarten ist, — werde innerhalb bestimmter enger, p umgebender 

Grenzen fallen, so kann eine wirklich ausgeführte Versuchsreihe doch 

ein Verhältnis — ergeben, das weit über jene Grenzen hinausfällt, 

ohne daß hieraus ein Widerspruch mit unserem Theorem gefolgert 
werden dürfte. 

78. AnsfOhrung der Beohniingen. Die Berechnung von P 
bei gegebenem y erfordert die Auswertung des Integrals 



9{Y)^^jWdt, (10) 
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das eine höhere Transzendente yorstellt, die nur mittels unendlicher 
Rechenprozesse darstellbar ist. Auf die verschiedenen Methoden ihrer 
Berechnung soll hier nicht eingegangen werden.^) Wegen ihrer hohen 
praktischen Bedeutung sind Tafeln dieser Funktion berechnet worden; 
eine solche, Tafel I, ist am Schlüsse des Buches mitgeteilt.^) 

Der zweite Teil von P hat bei einigermaßen hohem y und 
großem s einen imtergeordneten Einfluß und wird in manchen der 
neueren Schriften nicht geführt, so daß P durch das Integralglied 
allein ausgedrückt erscheint.*) 

Man könnte indessen, um bloß mit der Tafel auszukommen und 
doch den Wert dieses Gliedes zu berücksichtigen, dies durch eine Ab- 
änderung der Integralgrenze zu bewerkstelligen suchen. Es würde 
sich dann darum handeln, an die Stelle der Darstellung 

i 






y2 7C8pq 




eine andere 




mit möglichster Wahrung des Wertes zu setzen. Entwickelt man 
den letzten Ausdruck nach Potenzen von ö und bleibt bei der ersten 
Potenz stehen, so wird 






Vup, _ J!_ 

y27t8pq 



und soll P' ^P werden, so ist. ö = ^ zu nehmen.*) Setzt man wieder 



1) Näheres hierüber findet man in des Yerf.s „Theorie der Beobachtungs- 
fehler" (1891), p. 116—121, femer bei H. Opitz, Die Eramp-Laplacesche Trans- 
zendente, Osterprogr. 1900 des Eönigstädt. Kealgymn. zu Berlin. 

2) Die Tafel ist durch sorgfältige Yergleichung der Tafeln von Encke 
(Berl. Astron. Jahrb. 1834), Bertrand (Calc. d. probab.), Glaisher (Philos. 
Mag. 42) und De Morgan (Encycl. Metrop. II, 1845) festgestellt worden. — 
Tafeln mit kleinerem Intervall von y findet man bei Kämpfe in Wundts 
Philosoph. Studien 9 (1893); eine solche Tafel ist im Anschlüsse an Tafel I am 
Ende des Buches mitgeteilt. 

2) J. ßertrand, Calc. d. proba.b. (1889), p. 78 und 83; H. Poincar^, Calc. 
d. probab. (1896), p. 70. 

3) Ygl. J. Eggenb erger, Beiträge zur Darstellung des Bemoullischen 
Theorems, Bemer Mitt. 60 (1894) und Zeitschr. f. Math. u. Ph. 46 (1900), p. 43. 
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, = Vf 80 ändert sich der Ausdruck des Theorems dahin, daß 







p=»A le-^dt 



di^ Wahrscheinlichkeit für die Einhaltung der Grenzen 
seitens m und der Grenzen 
seitens — bedeutet. 

8 

Handelt es sich darum^ zu gegebenem P das zugehörige y zu 
bereclmen, so wird man aus Tafel I durch Interpolation die Wurzel 
der Gleichung 

4>(y) = P 

bestimmen; es bleibt dann die an dieser Wurzel anzubringende Korrektur 
zu ermitteln, damit auch das zweite Glied Ton P Berücksichtigung 
finde. In den meisten Fällen wird man sich mit der Wurzel obiger 
Gleichung begnügen können. Der ganze Vorgang wird in der folgen- 
den Nummer an einem besonderen Falle zur Eri^uteiqing kommen. 
79. Wahrsohelnllohe Abwelohnng. Diejenigen Grenzen yon 

m, beziehungsweise von - , welchen die Wahrscheinlichkeit P = ^ 

8 a 

zukommt^ so daß es ebenso wahrscheinlich ist^ der zur Beobachtung 
kommende Wert werde zwischen sie fallen als er werde sie überschreiten, 
bezeichnet man als wahrscheinliche Grenzen. Die Hälfte ihres Inter- 
yalls heißt auch wahrscheinliche Abweichung. 

Um sie zu finden, hat man jenen Wert von y zu bestimmen, für 

welchen P — ö^ ist; er heiße Qj so daß 



J- 



' ^-^*+ "-'^ 



wird. Dann ist 



Qy2spq die wahrscheinliche Abweichung von m (und w), 

m / n\ 
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Aus dem Ansatz 



-J- 



rJ-'^'-i 



ergibt sich^) 
setzt man sodann 



Po - 0,4769362762; 



so hat zur Bestimmung von ä die Gleichung zu dienen: 



ß- 



dt + 



yn J y2 7C8pq 2 ' 

entwickelt man das erste Glied der linken Seite nach Potenzen von d 
und bleibt bei der ersten Potenz stehen, so wird 



yn J yn y^nspq ^ ' 

daraus aber ei^ibt sich mit Bücksicht auf die Bedeutung von Qq und 
darauf, daß e~^<»*nur sehr wenig verschieden ist von e-<P<» + *^, 



2y28pq 
Hiemach wäre 

o - 0,476936 ^= (11) 

^ ' 21/25^ ^ ^ 

zu setzen; die wahrscheinlichsten Grenzen von m würden 

sp T (0,476936 Y^sm - y) ^ (^^) 

m 
jene von — 

i,qF(o,476936'|/?f«-i) (13) 

sein. Indessen pflegt man den zweiten Teil von q gegenüber dem 

1) Nach der von H. Opitz (1. c.) ausgefOhrten Neuberechnung, welche in 
den letzten fünf Stellen von älteren Angaben differiert. — Wegen des h&ofigen 
Gebranches setzen wir auch den Logarithmus von q^ her; er ist 

log Po = 9,6784687875. 
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ersten zu yemachlässigen und Qq fQr q zu nehmen; dann entfällt in 

den «beiden letzten Ansätzen dns Glied -^7 beziehungsweise x-* 

Um den ziffermäßigen Unterschied dieser zwei Rechnungsweisen 
zu beurteilen^ möge die Frage nach der wahrscheinlichen Abweichung 
der Wiederholungszahl m von Wappen in s — 4040 Würfen mit einer 
Münze gegenüber der wahrscheinlichsten Zahl 2020, und nach der 

wahrscheinlichen Abweichung des Verhältnisses gegenüber dem 

normalen Werte -- *^ beide Arien beantwortet werden. 

Die strenge Rechnung gibt für die erstgedachte Abweichung 

0,4769/2020 - i- = 20,9 • • -, 

also (bei einer geringfügigen Erhöhung von P über yj 21, für die 
Abweichung r- 

^-H?k-0,052935; 

nach der abgekürzten Rechnung erhalt man 

21,4, also (bei einer geringfügigen Verminderung von P) 21, 
beziehungsweise 0,053058. 
80. Mittlere Abweiohnng. Unter der mittleren Abweichung 
der Wiederholungszahl m, respektive der relativen Häufigkeit — von 

dem zugehörigen wahrscheinlichsten Werte sp, beziehungweise p, ver- 
steht man die Quadratwurzel aus dem mittleren Quadrat dieser Ab- 
weichung. 

Nach einem in Nr. 55 entwickelten Satze ist der Mittelwert einer 
vom Zufall abhängigen Größe gleich der Summe der Produkte ihrer 
Einzelwerte mit den zugehörigen Wahrscheinlichkeiten. Setzt man 
also m — sp = Ij so ist 

m = * 

denn —, — ip^cl^ ist die Wahrscheinlichkeit, daß sich E m-mal wieder- 

holen, ako die Abweichung m — sp einstellen werde. 
Die weitere Entwicklung des obigen Ausdrucks gibt 

$ 9 9 
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nun ist 

8 

yerallgemeinert man diesen Ansatz mittels der Variablen t zu 



und differenziert ihn dann zweimal nach t, so ei^eben sich die 
Gleichungen: 



8 

8 

die Substitution ^ = 1 liefert: 



8 
8 



woraus 





2^1"^'^""^ ^ ^^' (^ - 1) + ^P 



folgt. Mit diesen Werten der drei Summen erhalt man 

Hiernach ist die mittlere Abwe'ichung der Wiederholungszahl m 
von sp gleich 

y^q (14) 

und, wie eine einfache Überlegung zeigt, 



'f ■ (15) 

die mittlere Abweichung des Verhältnisses — von^. 
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Würde man das approximative Gesetz der Wahrscheinlichkeit der 
Abweichungen, wie es durch die Gleichung (6), Nr. 75 dargestellt ist, 
zur Berechnung von S)(i*) heranziehen, hierbei l als eine stetige 
Größe behandeln und die Integration mit Rücksicht auf die außer- 
ordentlich rasche Abnahme der Exponentialgröße auf das Intervall 
(— cx), oo) ausdehnen, so örgäbe sich: 

}/27t8pqJ 

— oo 

setzt man hierin = t, so wird weiter 

yVspq 

r^nss^JM ft^e-*'dt^spq, 

yn J 

' — 00 

weil der Wert des letzten Integrals (s. Nr. 12) ^ ist. Es ergibt sich 

also auf diesem Wege dasselbe Resultat, zu dem die strenge Rech- 
nnng geführt hat. Man kann in diesem Umstände eine Bestätigung 
dafür erblicken, daß das approximative Gesetz wohl geeignet ist, die 
Wahrscheinlichkeit der Abweichungen auf deren ganzem Gebiete dar- 
zustellen. 

81. Mittelwert der Abweiohnng und durohsohnittUohe 
Abwelohnng. Unter der ersteren Benennung hat man sinngemäß 
% {!) zu verstehen, wobei 1 = m — sp ist. Als durchschnittliche Ab- 
weichung hingegen bezeichnet man S)(|?|), also den Mittelwert der 
absoluten Werte von m — sp. 

Für 2) (i) ergibt sich durch eine einfache Rechnung der Wert 
Null; denn es ist 

S SS 

also nach Nr. 80 

^{l)^sp-sp^O. (16) 

Für S)(|Z|) hat man zunächst den folgenden Ansatz: 

sp 

msss sp 

ersetzt man in der ersten Summe m — sp durch das gleichwertige 
Mq — np, so löst sie sich auf in 
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« s 

es ist aber 

9 9 



dq 






daher 



V.P 



2'iÄ?iü('^~^^)^'"^'' 



*i» . *> *p 



Man hat also 






i^+zrin^i>'-^2 + ^;^^:^VT^i>'-^3* + --- + ,^ 



zuerst nach |>; dann nach q zu differenzieren und das zweite Besultat 
von dem ersten in Ab^ug zu bringen; das Ergebnis dieser Rech- 
nung ist 

SO daß der erste Teil von S)(|?|) den Wert spqTQ hat. Eine ein- 
fache Überlegung lehrt^ daß dem zweiten Teile derselbe Wert zu- 
kommt^ daß also 

Ersetzt man Tq durch den in Nr. 74 gefundenen Näherungswert, 
so ergibt sich^) 

S)(l?|) = ]/^«. (17) 

Selbstverständlich ist 

<j)(ij-^|)=l/!M. (18) 

Dieselben Werte von 3)(Z) und 2)((?|) erhält man, wenn man 
den am Schlüsse der vorigen Nummer bezüglich S) (P) eingeschlagenen 
Weg befolgt. 



1) Vgl. hiermit die Ableitung J. Bertrands, Galc. d. probab., p. 82. 
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82. Beispiel XLIV. Mit einer Münze werden 4040 Würfe 
ausgeführt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Wiederholungs- 
sfahl von Wappen nicht um mehr als 28 von der wahrscheinlichsten 
Zahl 2020 abweichen, also zwischen 1992 und 2048 liegen werde? 

Gemäß den Formeln (8) und (7) in Nr. 77 ist 

y = -ü^ = 0,623, 

' >/2020 ' 

der Tafel I entnimmt man # 

0(0,62) = 0,6194114, 

daraus ergibt sich durch Benützung der ersten imd zweiten Differenz 

0(0,623)= 0,6217119; 

der zweite Teil liefert in logarithmischer Ausrechnung den Beitrag 

0,0085151 ; 
mithin ist 

P = 0,6302270. 

Bei alleiniger Benützung der Tafel I hätte man nach dem in Nr. 78 
entwickelten Verfahren mit 

_ J|L _ 0,63412 

1/2Ü2Ö ' 

ZU rechnen und fände durch Interpolation 

P = (0,63412) = 0,6301641 , 

also um 0,0000629 weniger als durch strenge Rechnung. 

83. Beispiel XLV. Welches sind die wahrscheiräichefi Grenzen 
ßr die Wiederholungszahl einer bezeichneten Nummer in 2854 Lotterie- 
ziehungen? 

Da die Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen einer bestimmten 

Nummer in einer Ziehung p ^— iat, so hat man nach den Formeln 

von Nr. 79 für die wahrscheinliche Abweichung der Wiederholungs- 
zahl den Wert 



0,476936 ]/2.2854.^.i^ = 8,2 ... ; 
da die wahrscheinlichste Wiederholungszahl — • 2854, d. i. 158 betragt, 
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so besteht die Wahrscheinliclikeit ^ dafür, es werde sich die be- 
zeichnete Nummer nicht weniger als 150 mal und nicht öfter als 
166 mal wiederholen.^) 

84. Beispiel XL VI. Wie viele Versuche sind erforderlich, um 
mit der Wahrscheinlichkeit P erwarten zu dürfen^ daß die Wiederhölungs- 
zahl eines Ereignisses, dein im einzelnen Versuche die Wahrscheinlich- 
keit p zukommt, nicht mehr als um p Prozent von dem wahrschein- 
lichsten Werte abweichen werde? 

Die Lösung dieser Aufgabe vollzieht sich mittels der beiden 
Gleichungen 






\ A"''^^^ 



y|/2^ = -|^s 



100 



nachdem man aus der ersten y bestimmt hat, ergibt sich aus der 
zweiten: 



«-»p«(^)"- 



. ... 999 

Will man z. B. mit der Wahrscheinlichkeit t^^ erwarten dürfen, 

daß die Zahl der weißen Kugeln, die man aus einer Urne mit fünf 
weißen und einer schwarzen Kugel in s Ziehungen erzielt, höchstens 

um 57o 'v^on ihrem wahrscheinlichsten Werte — abweiche, so suche man 

zuerst mit Hilfe der Taf. I den Wert y, der 



e-^'c?^« 0,999 

0' 






ergibt; durch Benützung der ersten Differenz findet man 

^ = 2,32 + ^;S^0>01 = 2,32684; 
mit diesem Werte berechnet sich dann 

^ ^ 5 1 /232 , 684\2 

5^2. -.-^-(—^- ) -601,5...; 
hiernach sind 602 Ziehungen für den gedachten Zweck erforderlich. 

1) Wegen der Abrundung des Resultates auf eine ganze Zahl ist die Wahr- 
scheinlichkeit um ein Geringes von — verschieden, hier etwas kleiner. 
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85. Begriff der Präzision. Zwei Yersnchsreihen, mögen sie 
sich auf dieselbe oder auf verschiedene Materien beziehen, sind in 
einem Punkte miteinander vergleichbar, nämlich in bezug auf die Weite 

der Grenzen, innerhalb welcher sie die Abweichung p mit ge- 
gebener Wahrscheinlichkeit P erwarten lassen. 

Um diese Vorstellimg zu präzisieren, denken wir ims zwei Be- 
obachtungs- oder Versuchsreihen; die eine beziehe sich auf die Er- 
eignisse U, E, denen im ganzen Verlaufe der s Versuche die Wahr- 
scheinlichkeiten p, q zukommen; die andere betreflfe die Ereignisse 
E' E' mit den Wahrscheinlichkeiten p\ q' imd umfasse s' Versuche; 
die Wiederholungszahl von E sei m, die von E' sei m\ Alsdann ist 
mit der Wahrscheinlichkeit^) 



-v^ß 



zu erwarten, daß einerseits 



und daß andererseits 



die Weite dieser Intervalle ist 

und hängt bei gegebenem P, also bei festem y, nur von dem Wurzel- 
ausdruck ab. Je enger nun das Intervall, je näherliegend an p man 

das Verhältnis — mit gegebener Wahrscheinlichkeit zu erwarten hat, 

für desto genauer wird man die betreffenden Versuche erklären. Die 

Genauigkeit wächst also mit der Abnahme von 1/-^, oder sie wächst 
mit dem Wachsen von 



»-Vi 



s 
2^' 



und man kann übereinkommen, diesen Ausdruck geradezu als das 
Maß der Präzision der betreffenden Versuchsreihe aufzufassen. 



1) Behielte man den vollständigen Ausdruck (7), Nr. 76, für P bei, so würde 
dies auf die nachfolgende Betrachtung einen ziffermäßig nur geringfügigen Ein- 
fluß üben. 
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Die Präzision wächst sonach wie die Quadratwurzel aus der An- 
zahl der Versuche und ist um so größer, je kleiner das Produkt pq, je 

mehr p und q von ^ abweichen. In dem erklärten Sinne haben also 
Versuche, welche sich mit dem Aufwerfen einer Münze vergleichen 
lassen, die kleinste Präzision, Ji = y2s = 1,414 • Ys] dem gegenüber 
ist beispielsweise die Präzision für das Erscheinen einer bestimmten 
Nummer in s Ziehungen der gewöhnlichen Lotterie: ' 



Ä' = -|/— ?j^ = 2,850 >/s, 

also zweimal so groß. 

Im Laufe der vorangegangenen Untersuchungen sind für die 
wahrscheinliche, für die mittlere und für die durchschnittliche Ab- 
weichung der relativen Häufigkeit — von der Wahrscheinlichkeit p 
die Ausdrücke 



,1/!£ä, yE, y-ji 



[s. die Ansätze (13), (15), (18)] gefunden worden; dieselben sind durch- 
weg der Präzision h umgekehrt proportional; demnach kann die Pril- 
zision auch nach diesen Größen beurteilt werden. 

86. Wiederholte Versuchsreihen. Solange nur eine Ver- 
suchsreihe vorliegt, läßt sich über ihr Ergebnis vom Standpunkte der 
Wahrscheinlichkeitstheorie keine andere Aussage machen als die, daß 
es eine bestimmte oder eine innerhalb vorgegebener Grenzen liegende 
Abweichung vom wahrscheinliqhsten Ergebnis mit dieser oder jener 
Wahrscheinlichkeit erwarten lasse. 

Zu weitergehenden Schlüssen und Betrachtungen gibt der Fall 
Anlaß, daß über zwei Ergebnisse E, E mit festen Wahrscheinlichkeiten 
p, q mehrere, sagen wir 0, Beobachtungsreihen gleichen Umfanges, 
also auch gleicher Präzision, angestellt worden sind. Jede Beihe be- 
stehe aus s Versuchen, und es habe die erste m^, die zweite mj,--. 
die letzte m^ als Wiederholungszahl von E ergeben. Dann kann von 
einer wahrscheinlichsten Gruppierung, Verteilimg oder Dispersion der 
Quotienten 

8 ' S ' S 

um den Wert p gesprochen werden. 

Da nach dem approximativen Wahrscheinlichkeitsgesetz 
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1 --'* 

eine positive Abweichung dieselbe Wahrscheinlichkeit hat wie eine 
gleich große negative^ so ist es am wahrscheinlichsten, daß sich ebenso 

Tiele der Werte — unter |) wie über jp stellen werden. 

Nach dem Bernoullischen Theorem besteht femer eine bestimmte 

Wahrscheinlichkeit P= 0(y) dafür, daß die Abweichung i? dem 

Betrage nach nicht größer sei als yl/-^; daraus folgt, daß ^erP die 

wahrscheinlichste Zahl derjenigen Quotienten — ist, welche sich in das 

Intervall zwischen p ■— y\^^ ^ind 'p + yl/ ^Beinstellen. 

Dazu ist aber zu bemerken, daß es^ je größer Zy um so weniger 
wahrscheinlich ist, es werde sich genau diese wahrscheinlichste Zahl 
zT ergeben; vielmehr muß eine Abweichung von dieser Zahl erwartet 
werden, und über diese Abweichung kann auf Grund des Bernoulli- 
schen Theorems wieder eine Wahrscheinlichkeitsaussage gemacht werden. 
Es ist nämlich mit der Wahrscheinlichkeit 






6 



zu erwarten, daß die wirklich zur Beobachtung kommende Anzahl der 
Quotienten --, welche zwischen die oben angeführten Grenzen fallen, 
hegen werde zwischen 



zP-'dy27P{l^P) und 0P+ #y2^P(l-P). 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. Die wahrscheinlichste 
Wiederholungszahl der Nummer 1 in s = 2854 Lotterieziehungen ist 

^•2858, d. i. 158. Die gleiche Zahl gut für jede der 89 übrigen 

Nummern, und man kann die Ziehungen wie ;8r = 90 gleich umfang- 
reiche Beobachtungsreihen auffassen, indem man sie einmal auf das 
Erscheinen der Nummer 1, ein zweites Mal auf das Erscheinen der 
Nummer 2 usw. hin prüft. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die Wiederholungszahl einer be- 
stimmten Nummer zwischen die Grenzen 156 und 160 (mit Einschluß 
derselben) fajle, ist 

Digitized by VjOOQIC 



134 



mit 



Erster Teil; 


Wahrscheinlichkeitstheorie. 




P=*(y) 




^ 01l'S^7 


'y;: 


1 17 ^f^^^^h 



also 

P- *(0,11557) = 0,1298; 

daraus ergibt sich die wahrscheinlichste Anzahl derjenigen Nummern, 
welche diese Grenzen einhalten, 

;?P- 90. 0,1298 = 11,...; 

die Wahrscheinlichkeit, daß von den 90 Nummern nicht weniger als 
10 und nicht mehr als 12 die erwähnten Grenzen einhalten werden, ist 

mit 

ö = ^ « 0,219, 

}/2 90 . 0,1298 . 0,8702 
also 

77 = 0,24321. 

87. Beziehung zwischen Wahrsoheinlichkeitsrechnnng und 
Wirklichkeit. Gesetz der großen Zahlen. Wir treten nun an 
eine Frage heran, von deren Beantwortung es ahhängen wird, ob die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung lediglich zu den rein spekulativen Zweigen 
der Mathematik gehört oder ob sich angewandte Gebiete auf sie gründen 
lassen. Es handelt sich darum, ob den Sätzen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung irgendein Korrelat im wirklichen Geschehen entspricht. 

Wohl stützt sich die Bildung des Wahrscheinlichkeitsbruches auf 
die Kenntnis gewisser Umstände, von denen anzunehmen ist, daß sie 
auf das Geschehen einen Einfluß üben, und seine Struktur hängt mit 
diesem Wissen derart zusammen, daß man ihn als Maß für die Er- 
wartung eines bestimmten Geschehens betrachtet. Ob aber das wirk- 
liche Geschehen zu den Ergebnissen der logischen Deduktion, als 
welche sich die Wahrscheinlichkeitsaussagen darstellen, in einer Be- 
ziehung steht, kann nur durch Befragen der Wirklichkeit selbst ent- 
schieden werden. 

Ein einzelner Versuch, eine einmalige Realisierung der allgemeinen 
Bedingungen kann einen Aufschluß nicht gewähren; denn eine der 
Möglichkeiten muß sich einsteUeu, und darüber hinaus läßt sich keine 
weitere Aussage machen. Kommt dem einen möglichen Ereignis E 
eine der Einheit, dem andern E demgemäß eine der Null noch so 
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nahe Wahrscheinlichkeit zu, so kann der Erfolg trotz der Stärke 
der auf E gerichteten Erwartung doch E bringen; und sowie das 
etwaige Eintreffen von E nicht als Beweis für eine reale Bedeutung 
des Wahrscheinlichkeitsbruches hingestellt werden kann, wird das 
Eintreffen von E nicht als Beweis gegen eine solche geführt werden 
dürfen. 

Anders gestaltet sich die Sachlage, wenn über eine unveränder- 
liche Materie eine große Zahl von Realisierungsergebnissen vorliegt; 
um an einen bestimmten Fall zu denken, wenn aus einer Urne, die 
mit weißen und schwarzen Kugeln in solchem Verhältnisse gefüllt ist, 
daß dem Eintreffen einer weißen (E) die Wahrscheinlichkeit p, dem 
einer schwarzen (E) die Wahrscheinlichkeit g == 1 — p zukommt, eine 
große Anzahl s von Ziehungen ausgeführt wurde und m-msl weiß und 
n = 5 — m-mal schwarz sich ergab. 

In bezug auf einen solchen Tatbestand gibt die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung in dem BemouUischen Theorem eine Aussage, aus der 
sich ein für die ganze Frage maßgebender Schluß ziehen läßt. Das 
Theorem bestimmt nämlich die Wahrscheinlichkeit P dafür, daß der 

Unterschied zwischen der relativen Häufigkeit — des Auftretens von E 

und seiner Wahrscheinlichkeit^ dem Betrage nach nicht größer ausfällt 

als yy-^; nun kann y so eingerichtet werden, daß P der Einheit 

so nahe kommt, als man will, und es reicht dazu ein mäßiger Wert 
von y hin; bezeichnet man also die relative Häufigkeit von E in 5 Ver- 
suchen mit H{E, 5), so führt das BemouUische Theorem zu dem 
Schlüsse: Man hat mit einer der Einheit beliebig nahen Wahrschein- 
lichkeit zu erwarten, daß 

lim [H{E,s)--p] ^ lirayV-^-^ - 

«=00 ' * 

werde. 

Über den Verlauf dieses Grenzprozesses, für den doch nur Wahr- 
scheinlichkeit besteht, wenn sie auch noch so groß ist, läßt sich aber 
eine wichtige Bemerkung machen. Der rein mathematische Grenz- 
prozeß verläuft so, daß man mit Sicherheit angeben kann, von einem 
Werte s der Variablen angefangen werde der Unterschied zwischen 
der Funktion und ihrer Grenze unter dem und dem Betrage bleiben. 
Hier jedoch kann immer wieder das Gegenteil des erwarteten ein- 
treffen, d. h. die relative Häufigkeit nach einer Versuchszahl s außer- 
halb der mit P erwarteten Grenzen fallen; dies hat zur Folge, daß 
einmal schon für ein endliches s die Gleichung 
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sicli einstellen^ daß andererseits trotz erheblicher Ungleichheit im 
Sinne s'<s" doch 

\H(E,s")-p\>\H{E,s')-p\ 

stattfinden kann. 

In Worten ausgedrückt: Das Bemoullische Theorem läßt nur er- 
warten, daß mit wachsender Yersuchszahl die absolute Dififerenz 
zwischen der relativen Häufigkeit und der Wahrscheinlichkeit von E 
im allgemeinen abnehmen werde. 

Damit ist eine Handhabe zur Befragung der Wirklichkeit ge- 
boten: Zeigt der tatsächliche Verlauf des Geschehens diese Eigenschaft;, 
so ist damit die Konkordanz zwischen den Sätzen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und der Wirklichkeit nachgewiesen. 

Es soll an dieser* Stelle die entscheidende Tatsache festgestellt 
werden, daß in all den Fällen, wo eine Prüfung der WirJdichkeü in 
dem oben erJdärten Sinne erfolgt ist und wo die Voraussetzungen fwr 
eine begründete Aufstellung des WahrscheirdiehTmtshrudies vorhanden 
waren, eine so weitgehende Annäherung der rcUxtiven Häufigheit an die 
WahrscheinlichTmt festgestellt werden konnte, daß man sagen darf, der 
theoretische Satz 

lim H{E,s)^p (1) 

«= flO 

finde in der Wirklichkeit in solchem Grade Bestätigung, als dies von 
einer Anwendung der Ergehnisse reinen Denkens amf die vertvickdten 
Vorgänge des Geschehens erwartet werden kann. 

Der im Wege der Erfahrung vom Boden der Theorie auf den 
Boden der Wirklichkeit übertragene Satz (1), wenn man hier seinen 
Sinn richtig deutet, macht den Inhalt dessen aus, was man gemeinhin 
als das Gesetz der großen Zahlen bezeichnet. Mit diesem Gesetze 
rückt das, was wir im einzelnen Falle zufällig nenuen, in der großen 
Menge dem ursächlich Gesetzmäßigen so nahe, daß es für praktische 
Zwecke genau genug als vom Charakter des Zufälligen befreit erachtet 
werden kann. In der Tat arbeiten auf zufällige Massenerscheinungen 
gegründete Unternehmungen mit derselben Sicherheit wie andere ge- 
schäftliche Einrichtungen, bei denen es nicht üblich ist, vom Zufall 
zu reden. 

Über die Stellung, welche dem Satze in jüngster Zeit im System 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gegeben wird, sei folgendes bemerkt: 

Bruns^) stellt schon an den Eingang des Lehrgebäudes eine Aus- 
sage, die er als Satz von der Ausgleichung des Zufalls oder als Satz 
von der gleichmäßigen Erschöpfung der möglichen Falle und als die- 

1) Wahrsclieinliclikeitsreclinung und Kollektivmaßlelire, Leipzig 1906, p. 13. 
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jenige „Voraussetzung'' bezeichnet, auf der alle ernsthaften Anwen- 
dungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung beruhen. Die Namengebung 
stammt daher, daß Bruns die einzelnen möglichen Fälle in Betracht 
zieht. Führt eine Urteilsmaterie auf n gleichberechtigte Falle Ä^, 
-4„ • • • Ä^y so formuliert er seinen Satz dahin, daß 

]imS{Ä„s)-^ (i=l,2,...«). (2) 

Ebenso erscheint in Brendels Vorlesungen^) der Satz unter den 
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und wird hier in einer 
nach meinem Dafürhalten zu sehr spezialisierten Form als ,,Axiom'' 
hingestellt. Wenn dem Ereignis E unter m gleichberechtigten g Fälle 
günstig sind, und wenn in n Reihen von je m Versuchen das Ereignis 
7\> 72}' ' ' Tn'^^ wirklich eingetreten ist, so gilt als Axiom: 

n 

Wenn nun auch keinerlei logische Schlüsse und keinerlei natur- 
philoBophische Betrachtungen die Notwendigkeit des in Rede stehenden 
Satzes zu beweisen yermögen, so muß sich sein durch die Erfahrung 
erhärteter Bestand doch erklären lassen. Die Erklärung liegt, wenn 
man sich auf das Urnenschema bezieht, in der Existenz der möglichen 
Fälle und in einer so gearteten VerwirJdichung der allgemeinen Be- 
dingungen, daß sich der Bereich der Verwirklichungsvorgänge auf die 
FäUe nahezu gleichmäßig verteilt.^) 

Daß die bloße Existenz der FäUe zur Erklärung nicht ausreicht, 
lehrt die nachfolgende Überlegung. Wären die Kugeln in unserer 
Urne so angeordnet, daß die Hauptmenge der schwarzen zu unterst 
Hegt und daß Ziehung und Mischung sich immer nur auf die obersten 

1) Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Einschluß der Anwendungen (Autogr.), 
Göttingren 1907, p. 18. 

2) Eine befremdende Ausführung über den Zusammenhang zwischen Wahr- 
scheinlichkeit und Wirklichkeit findet sich in der an historischen Daten reichen 
Abhandlung P. Mansions: „Sur la port^e objective du calcul des probabilit^s", 
Bull, de TAcad. de Belgique, 1903, p. 1266 sq. Nachdem die zutreffende Be- 
merkung gemacht worden, daß man in Wirklichkeit niemals eine objektive Wahr- 
scheinlichkeit mit absoluter Genauigkeit anzugeben vermöge, heißt es weiten 
^och mehr; so fremdartig es erscheinen mag, die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
würde ihre Existenz einbüßen, sie hätte keine Daseinsberechtigung mehr, wenn 
die objektive Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses einen völlig bestimmten Wert 
hätte. Welchen Sinn kann man in der Tat der Aussage geben: Die Wahrschein- 
lichkeit des Eintreffens von 5 beim Würfeln mit einem bestimmten Würfel sei 
besiÄndig ^? Doch keinen andern als: In 6 Würfen erscheint 5 einmal, in 12 
zweimal, in 600 hundertmal usw. Nicht genug an dem, vom Beginne des Spieles 
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Schichten erstrecken, dann wird H(Ey s) hei zunehmendem s im all- 
gemeinen beständig von p erheblich verschieden sein. 

Ein Bild noch möge zur Beleuchtung des Vorgangs, den man 
als Ausgleichung des Zufalls bezeichnet, beitragen. Bringt man in 
ein Gefäß größere Mengen von Roggen- und Gerstenkörnern und rührt 
die ganze Masse durch, so wird, je länger die Prozedur dauert, eine 
um. so gleichmäßigere Verteilung beider Sorten von Körnern sich ein- 
stellen und das Gemenge der Homogenität in dem Sinne zustreben, 
daß in Teilmengen, die an beliebigen Stellen herausgegriffen werden, 
die relative Häufigkeit beider Kömersorten nahezu konstant wird. 

Wenn einmal eine Versuchsreihe von betrachtlichem Umfang eine 
erhebliche Abweichung von dem durch das Gesetz der großen Zahlen 
ausgedrückten Verhalten zeigen sollte, so geben die voranstehenden 
Betrachtungen Anhaltspunkte dafür, nach welcher Richtung Ver- 
mutungen über den Grund dieser Erscheinung aufgestellt werden 
könnten. Einmal kann er darin liegen, daß die vorausgesetzte Gleich- 
möglichkeit der Fälle in den objektiven Umständen nicht begründet 
ist; eine neue Versuchsreihe würde dann voraussichtlich zu einer 
ähnlichen Abweichung führen. Der Grund kann femer darin liegen, 
daß die Durchführung der Versuche nicht der Forderung genügte, 
allen Fällen gewissermaßen gleiche Gelegenheit, in die Erscheinung 
zu treten, geboten zu haben; von einer Wiederholung der Versuchs- 
reihe ist dann nicht anzunehmen, daß sie eine der früheren ähnliche 
Erscheinung darbieten werde. Schließlich kann es unter Umständen 
geboten sein, auch darnach zu forschen, ob die Sätze der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung richtig angewendet worden sind. 

Untersuchungen über die Geltung des Gesetzes der großen Zahlen 
sind schon vielfach angestellt und veröffentlicht worden; zum Teil 
stützten sie sich auf bereits vorhandene Erfahrungsreihen, zum Teil 
auf eigens zu diesem Zwecke ausgeführte Versuchsreihen. Wiederholt 
sind auch Materien der geometrischen Wahrscheinlichkeit zu solchen 
Versuchen herangezogen worden. Die Frage, ob dies auch zulässig 
sei, würde hier nicht berührt werden, wenn nicht Zweifel hierüber 
ausgesprochen worden wären. Cesäro^) berichtet über eine Meinung 
G. Vivantis, der behauptet hat, daß bei Problemen mit unendlich 



an müßte sich 5 in jeder Serie von 6 Würfen immer an derselben Stelle er- 
eignen; denn sonst gäbe es bei einer entsprechend ausgeführten Unterteilang 
der 600 Würfe sechsgliedrige Gruppen ohne 5. Wenn sich aber 6 mit dieser 
absoluten Regelmäßigkeit zutrüge, dann wäre nichts Wahrscheinliches und Un- 
wahrscheinliches mehr in seinem Eintreffen, man wäre in Gewißheit darüber, 
daß es sich bei dem so und sovielten Wurfe zutrage; dies wäre ein Naturgesetz.'* 
Wie dies alles aus der Existenz einer bestimmten objektiven Wahrscheinlichkeit 
gefolgert werden soll, ist nicht zu erkennen. 
1) 1. c, p. 49—62. 
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vielen Möglichkeiten die Brücke zwischen Theorie und Wirklichkeit 
fehle, die sich für die andern Probleme im Gesetz der großen Zahlen 
darbietet; dieses Gesetz fordere nämlich, daß die Zahl der Versuche 
im Vergleich zur Zahl der möglichen Fälle hinreichend groß sei, und 
daraus gehe hervor, daß jenes Gesetz auf Probleme keine Anwendung 
finden könne, in welchen die Menge der möglichen Fälle transfinit 
sei, weil, wie groß auch die Zahl der Versuche sein möge, sie doch 
immer unendlich klein im Vergleich zur Menge der Möglichkeiten 
wäre. Wie man sieht, stützt sich diese Argumentation auf denselben 
Gedanken, welcher der Bruns sehen Formulierung des Gesetzes als 
einer gleichmäßigen Erschöpfung der möglichen Fälle zugrunde liegt. 
In Wirklichkeit handelt es sich in der Regel, bei geometrischen 
Wahrscheinlichkeiten immer, um Kategorien von Fällen, und dann 
braucht die Zahl der Versuche mit der Menge der Einzelfälle in 
keinem bestimmten Verhältnisse zu stehen. 

88. BrfUiningsdaten aus Lotterieziehnugen. 

I. Die Untersuchung der Ziehungsergebnisse in der Prager und 
Brünner Lotterie, welche der Verfasser durchgeführt hat^) und die 
sich auf den Zeitraum 1754—1886, bzw. 1771—1886 erstrecken, hat 
nach jeder Richtung gute Übereinstimmung mit der Theorie ergeben. 

Wenn man die Ziehungen nach ihrer Zusammensetzung aus ein- 
und zweizifi&igen Nummern sondert, so zerfallen sie in sechs Kategorien, 
je nachdem keine, eine, zwei, . . . fünf einziflfrige Nummern auftreten; 
die Wahrscheinlichkeiten dieser Kategorien sind in Nr. 38 gerechnet 
worden. Bezeichnet man mit s die Anzahl der Ziehungen, mit m^ die 

m. 
der Ziehungen einer Kategorie, so zeigen die Quotienten * den Wahr- 
scheinlichkeiten p^ gegenüber folgenden Verlauf: 



Kategorie 



0,58298 
0,34070 
0,06989 
0,00619 
0,00023 
0,00000 

1,00000 



Prag: s = 2854 


Brunn: « = 2703 


m, 


m. 


s 


s 


..-.'. 


. — r ^^r^;^ _ 


0,68666 
0,32656 
0,07919 
0,00735 
0,00036 
0,00000 


0,57899 
0,34691 
0,06881 
0,00629 
0,00000 
0,00000 


1,00000 


1,00000 



Die Wahrscheinlichkeit, daß die Nummern einer Ziehung in der 
natürlichen oder in der umgekehrten Reihenfolge erscheinen, ist 



1) Zum Gresetz der großen Zahlen. Prag 1889. 
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i'=-rTT|^ = i = 0'Oi667-' 

die relative Häufigkeit — derartiger Ziehungen war in 

Prag: 0,01612, Brunn: 0,01739, 

bei Vereinigung der Ergebnisse beider Orte 

0,01674. 

Die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens einer einzifeigen Nummer 
ist für jeden Zug 

i> = 0,l; 

die relative Häufigkeit einziffiriger Nummern betrug in 

Prag: 0,10168, Brunn: 0,10048, 

in beiden Orten zusammen 

0,10109. 

Zu einer eingehenderen Untersuchung gibt die Tabelle der Er- 
scheinungshäufigkeit der einzelnen Nummern Anlaß. Man kann 
nämlich das ganze Ziehungsmaterial — hier soll es für die Präger 
Ziehungen geschehen — als eine Folge von 90 gleich umfangreichen 
Beobachtungsreihen ansehen, angestellt über ein Ereignis der Wahr- 
scheiulichkeit 

und kann nun die Verhältniszahlen ~ (< = i,2,...9o) auf ihre Verteilung 

um den Wert p prüfen; wir nehmen statt dessen die Prüfung an der 
Verteilung der Wiederholungszahlen m^ gegenüber der wahrschein- 
lichsten: sp = 2754 . Tg = 158 selbst vor. Die Ergebnisse und die 

für die Rechnung erforderlichen Größen sind aus nachstehender Tabelle 
zu entnehmen. 
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Nummern 


in der 
Anzahl 


mit der 

Wiederh olungs- 

zahl m 


Abweichung 
m — 8p 


(m -«!))« 


6 


1 


138 


— 20 


400 


39, 65 


2 


139 


— 19 


361 


16, 41, 76, 87 


4 


142 


— 16 


266 


2, 14, 56, 79, 86 


5 


143 


— 16 


226 


18, 44, 47 


3 


144 


— 14 


196 


72, 80 


2 


145 


— 13 


169 


12 


1 


146 


— 12 


144 


21, 53 


2 


147 


. —11 


121 


70 


1 


149 


— 9 


81 


24, 32, 55, 69 


4 


150 


— 8 


64 


27, 64, 75 


3 


151 


— 7 


49 


81 


1 


152 


— 6 


36 


23, 29, 85 


3 


153 


— 5 


26 


19, 35, 42, 74 


4 


154 


— 4 


16 


7, 20, 59 


3 


155 


— 3 


9 


13, 34, 40, 67, 88 


5 


156 


— 2 


4 


19, 52, 68 


3 


157 


- — 1 


1 


17, 82 


2 


158 








15, 90 


2 


159 


1 


1 


58 


1 


160 


2 


4 


8, 25, 36 


3 


161 


3 


9 


22 


1 


162 


4 


16 


33, 57 


2 


163 


6 


25 


öl 


1 


164 


6 


36 


3, 43, 45, 48 


4 


166 


7 


49 


10, 26, 66 


3 


166 


8 


64 


1, 5, 60, 84 


4 


167 


9 


81 


60, 62 


2 


168 


^10 


100 


9, 61, 63 


3 


170 


"12 


144 


54, 73 


2 


171 


13 


169 


49, 71, 78 


3 


172 


14 


196 


28 


1 


173 


16 


226 


37 


1 


176 


18 


324 


30, 46 


2 


177 


19 


361 


89 


1 


178 


20 


400 


31 


1 


179 


21 


441 


38 


1 


184 


26 


676 


4 


1 


185 


27 


729 


77 


1 


186 


28 


784 


83 


1 


189 


31 


961 




90 


14270 




13059 



In Nr. 83 sind 150, 166 als wahrscheinliche Grenzen für die 
Wiederholungszahl einer Nummer in 2854 Ziehungen berechnet 
worden; in Wirklichkeit ist bei 

4 + 3 + 1 + 3 + 4 + 3 + 5 + 3 + 2 + 2 + 1 + 3 + 1 + 2+1+4 + 3 = 45, 

also genau bei der Hälftie der Nummern eine zwischen den genannten 
Grenzen (diese mit eingeschlossen) liegende Wiederholungszahl ein- 



getroffen. 
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Für die mittlere und durchschnittliche Abweichung ergeben sich 
nach den Formeln (14), (17) die theoretischen Werte: 



28M-Ä-II-12Ä 






2 • 2854 17 Q „„ 

i8^r- = ^'^^5 

andererseits berechnet sich aus der Summe der (m — spYj welche 
13059 beträgt, und aus der Summe der absoluten Werte der (jn — sp\ 
welche 889 ausmacht, die mittlere und die durchschnittliche Ab- 
weichung: 



V 



^-^' = 12,04, 



also in sehr naher Übereinstimmung mit den theoretischen Werten. 

II. G. Th. Fe ebner ^) hat die Listen von zehn sächsischen Staats- 
lotterien aus der Zeit von 1843—1852, je 32000 bis 34000 Nummern 
umfassend, in folgender Weise einer Prüfung unterzogen. Er teilte 
die gezogenen Nummern in der Reihenfolge, in der sie erschienen 
waren, in Serien zu je 3, dann zu je 10, 50, 100 Nummern und 
schied diese Serien nach dem absoluten Werte des Unterschiedes u 
zwischen den geraden imd den ungeraden Nummern in Kategorien, 
bestimmte nach dei^ Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung die 
wahrscheinlichste Anzahl der in jede Kategorie fallenden Serien und 
verglich sie mit der wirklich beobachteten. 

Im Sinne der in Nr. 86 eingeführten Bezeichnung bedeute s die 
Zahl der Niunmem in einer Serie, js die Anzahl der Serien. 

Für 5 = 3 sind 1 und 3 die möglichen Werte von |t*|; der 
erstere stellt sich ein, wenn eine gerade und zwei ungerade Nummern, 
oder umgekehrt, gezogen werden; die Wahrscheinlichkeit hierfür ist 

der zweite Wert tritt ein, wenn drei gerade oder drei ungerade Nummern 
erscheinen, wofür 

2.i--i- 

1) Kollektivmaßlehre. Herausgegeben von G. F. Lipps (1897), p. 229 ff. — 
Wiewohl die gezogenen Nummern nicht zurückgelegt werden und daher die 
Zusammensetzung der Urne im Laufe der Ziehungen sich ändert, so ist doclt 
von vornherein die Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen einer geraden und 

ungeraden Nummer - für jede einzelne Ziehung. 
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die Wahrscheinlichkeit ist. Da niin solcher Serien z = 2000 gebildet 
wurden, so wäre die wahrscheinlichste Verteilung auf die beiden 
Kategorien : 

1500, 500; 
wirklich gezählt wurden 

1494, 506. 

Bei 5= 10 sind 0, 2, 4, 6, 8, 10 die möglichen Werte von | u| und 



10! j^ 
5!5! 2»^' 



10! 



^ 2 



10! 1 
817! 21«^ 



i21J_ 9i^± 9 Jl 
1!9! 2*®' * 2" 



41 6! 2*^' "8! 7! 2*®^ "2! 8! 2^®' 

die bezüglichen Wahrscheinlichkeiten; durch ihre Multiplikation mit z 
ergibt sich die wahrscheinlichste Verteilung auf die eiazelnen Kategorien. 
Bei 5 = 50 gehen die Werte von | u \ von bis 50, bei s =« 100 
von bis 100; die Wahrscheinlichkeiten können bei dieser Größe 
von s nach der Näherungsformel 

2 ~Ü^q 



y^nspq 



gerechnet werden, in welcher i> = 3 = y und J = f^ zu setzen ist; 

darch Multiplikation mit z ergibt sich wieder die wahrscheinlichste 
Verteilung der Serien auf die verschiedenen Werte von \u\, die nun 
mit der wirklich eingetroffenen zu vergleichen ist. Die Resultate 
sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt. 





S=10; £f = 5000 


S = 50; ^==1000 


s.^100; « = 600 


Iul 


wahrscheinlichBte 


beobachtete 


wahnoheinliohste | beobachtete 


wahrscheinlichste 


beobachtete 




Verteilung 


Verteilung 


Verteilung 





1230 1201 


112 


110 


48 


46 


2 i 


2061 


2027 


216 


217 


93,6 


104 


4 


1172 


1226 


192 


194 


88 


85 


6 


439 


442 


168 


164 


80 


67 


8 


98 


97 


119,6 


120 


69,6 


C8 


10 


10 ^ 


8 


84 


66 


68 


63 


12 


— 


— 


64 


62 


47 


51 


14 


— 


— 


32 


41 


36 


31 


16 






17 


21 


27 


34 


18 






9 


10 


19 


13 


20 






4 


3 


13 


14 


22 






2 


2 


8,6 


8 


24 






0,5 


1 


5,5 


7 


26 











3 


4 


28 












2 


2 


30 










1 


1 


32 










0,6 





34 


1 

1 








0,3 


1 


36 










0,1 


1 


38 










0,1 







5000 


6000 


1000 


1000 


600 


600 
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89. Die ▲ofttelliiugen von K. Marbe. Als Beleg dafür^ 
daß eine nicht ganz korrekte Anwendung der Theorie auf Erfahrongs- 
daten zu voreiligen Schlüssen über das Verhältnis der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung zur Wirklichkeit und hierdurch zu Zweifeln an den 
Fundamenten der Theorie führen kann, seien die Untersuchungen von 
Marbe^) angeführt. 

Marbe hat Ergebnisse des Roulettespiels*), die er in sehr be- 
trächtlichem Umfange aus verschiedenen Spielorten (Monte Carlo, Spaa, 
Dinant) sich verschafPb hatte, auf die Häufigkeit des Auftretens soge- 
nannter „reiner^* Gruppen oder Sequenzen, das sind Gruppen gleicher 
Ereignisse, geprüft. Bei der Bildung der Gruppen ist er, um mög- 
lichst große Yersuchszahlen zu erzielen, nach einem Schema vorge- 
gangen, das man als das Schema der übergreifenden Gruppen bezeichnen 
könnte. Numeriert man nämlich die Spielergebnisse, „rot" und „schwarz" 
(mit Auslassung von zero), ihrer Zeitfolge nach, so werden die zwei- 
gliedrigen Gruppen nach dem Schema 

(1,2), (2,3), (3,4),..., 

die dreigliedrigen nach dem Schema 

(1,2,3), (2, 3, 4), (3, 4, 5),.... 
usw. gebildet. 

Die Anzahl der in dieser Weise aufgestellten r-gliedrigen Gruppen 
heiße N^. Die Wahrscheinlichkeit einer r-gliedrigen reinen Grruppe 

ist 2 (—] ; daher ist die erwartungsmäßige oder wahrscheinlichste An- 
zahl reiner Gruppen unter den N/. 



2K^ 






mit der die beobachtete Anzahl solcher Gruppen zu vergleichen ist. 
Diese Vergleichung, fftr r = 1, 2, 3, • • • ausgeführt, ^eß nun syste- 
matische Abweichungen zwischen Theorie und Wirklichkeit zutage 
treten, die Marbe den Anlaß zu weitgehenden Schlußfolgerungen 
boten. Bevor auf diese eingegangen wird, sei hier eine solche Beob- 
achtungsreihe (Marbes Tabelle V) als typisches Beispiel fftr alle an- 
geführt. 

1) Naturphilosophische Untersuchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre. Leip- 
zig 1899. 

2) Beim Roulettespiel rotiert eine leicht drehbare horizontale Scheibe, deren 
Rand in 37 mit 0, 1, 2, ... 36 bezeichnete und — mit Ausnahme von — ab- 
wechselnd rot und schwarz gestrichene Fächer geteilt ist; gegen Ende der Ro- 
tation rollt aus einer konzentrischen Rinne ein Kügelchen in eines der Fächer 
und entscheidet das Spiel. 
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Gliederzahl 


AnzaM der 


Wahrscheinlichste 
Anzahl der 


Beobachtete 


Verhältnis 


der 




reinen Gruppen 
/18\'' 


Anzahl 


der 


Ghruppen 


beob. Gruppen 


der reinen 


beiden letzten 


(r) 


(Nr) 


«^rfe) 


Gruppen 


Zahlen 


1 


11483 


11173 


11184 


100 


2 


11467 


5428 


5461 


1-00 


3 


114Ö1 


2637 


2704 


0-98 


4 


11435 


1281 


1348 


0.95 


6 


11419 


622 


668 


0-93 


6 


11403 


302 


317 


0-95 


7 


11887 


147 


143 


1-03 


8 


11371 


71 


63 


118 


9 


lV66b 


35 


34 


1-03 


10 


11339 


17 


7 


2-43 


11 


11323 


8 


2 


400 


12 


11307 


4 





oo 


13 


11291 


2 





<X) 


14 


11275 


1 





oo 



Als bleibende Erscheinung in allen bearbeiteten Beobachtungs- 
reihen ergab sich, daß die hochgliedrigen Gruppen, die nach dem 
Maße ihrer Wahrscheinlichkeit noch hätten erwartet werden können, 
ausblieben, und daß schon vor dem gänzlichen Ausbleiben dieser 

I Gruppen ein Zurückbleiben gegenüber der rechnungsmäßigen Erwar- 
tung eintrat. Marbe zog daraus den Schluß, daß reine Gruppen, die 

' über eine gewisse Gliederzahl (bei der vorliegenden Materie etwa 12) 
hinausreichen, überhaupt nicht, wie groß auch die Gesamtgruppenzahl 
sein möge, eintreffen, und daß sie von einer gewissen Gliederzahl auf- 

I wärts notwendig hinter der Erwartung zurückbleiben. Um diese sehr 
wesentliche Abweichung der Wirklichkeit von den Angaben der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, aus der er sehr gewichtige Konsequenzen 

I bezüglich der Grundlagen der letzteren zieht, verständlich zu machen, 
beruft sich Marbe zunächst auf D'Alembert, der in seinen Schriften^) 
wiederholt die Ansicht vertrat, daß reine Gruppen sich anders ver- 
hielten als gemischte Gruppen des gleichen Umfangs, der den ersteren 
von einer GUederzahl an zwar logische Möglichkeit einräumt, sie aber 
physisch für unmöglich hält und damit indirekt die Unabhängigkeit 

, der Fälle leugnet. Danach versucht Marbe die Erscheinung durch 
naturphilosophische Betrachtungen zu erklären, denen, abgesehen davon, 
daß sie sich auf den speziellen Vorgang beim Roulettespiel beziehen 
und daher des allgemeinen Charakters entbehren, eine Beweiskraft 
nicht zuerkannt werden kann. 

Der wahre Grund der scheinbaren Anomalie liegt aber in der 

I Art der Gruppenbildung, in dem Übergreifen der Gruppen. H. Grün- 

1) M^anges de littärature, d'histoire et de philosophie. Amsterdam 1767, 
p. 275 sq., 298. 
I Cznber, WahncheinUchkeitsrechnung. I. 2. Aafl. 
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baum^) hat hierüber eine eingehende Analyse durchgeführt und die 
Ergebnisse derselben auf neue Beobachtungsreihen angewendet, die 
sich von den Marbeschen eigentlich nur dadurch unterscheiden, daß 

1 . 18 

die Grundwahrscheinlichkeit y ist gegenüber — ; denn der ungleiche 

Ursprung kann keinen Unterschied bedingen. Es sind Ziehungsresul- 
tate der ungarischen Klassenlotterie und Geburtsdaten von Schülern 
eines Gymnasiums, erstere nach ihrer Zeitfolge, letztere nach dem 
Alphabet geordnet, die in bezug auf das Auftreten gerader und un- 
gerader Zahlen (im Tagesdatum] der 31. als Geburtstag wurde aus- 
gelassen, um eine Begünstigung der ungeraden Zahlen hintanzuhalten) 
untersucht worden sind. 

Grünbaum teilt die Beobachtungsreihen in isolierte reine Gruppen 
ein. Das Prinzip dieses Schemas ist folgendes. Bezeichnet 1 eine 
ungerade, 2 eine gerade Zahl, und ist 

21121222112.... 

der Anfang der Beobachtungsreihe, so beginnt die Gruppenbildung: 

2; 11; 2; 1; 222; 11; 2.... 

Die Wahrscheinlichkeit einer r-gliedrigen isolierten reinen Gruppe 

ist ^~^j denn sie setzt sich zusammen aus der Wahrscheinlichkeit 

der r-maligen Wiederholung einer und derselben Kategorie und der 
' Wahrscheinlichkeit für das darauffolgende Auftreten der andern Kate- 
gorie. Hiemach bilden die erwartungsmäßigen Anzahlen der 1-, 2-, 
3- . . . . gliedrigen isolierten Gruppen eine geometrische Reihe: 

1 £ 

wenn g^ die Anzahl der zu erwartenden eingliedrigen Gruppen be- 
deutet; die Gliedersummen dieser Gruppen sind 

Der Grenzwert der Summe der ersten Reihe ist 2^^, der Grenzwert 
der Summe der zweiten Ag^, folglich das Grenzverhältnis der Zahl 

der isolierten Gruppen zur Anzahl der Einzelglieder y. 

Man hat also für eine sehr große Anzahl N von Beobachtungen 
die folgende Verteilung als die wahrscheinlichste zu erwarten: 

N 
Gesamtzahl der isolierten Gruppen: y; 

_N _ N N 



1) Isolierte und reine Gruppen und die Mar besehe Zahl „|)". Würz- 
burg, 1904. 
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Nun gibt eine r-gliedrige isolierte Gruppe 
r • • • 1-gliedrige 
r — 1 • • • 2-gliedrige 
r — 2 • • • Sgliedrige 



1 • • • r-gliedrige 

reine Gruppen im Mar besehen Sinne; umgekehrt gehen r-gliedrige über- 
greifende Gruppen hervor: 

je 1 aus den r-gliedrigen, 

y, 2 „ „ rjM-gliedrigen, 

;; 3 „ „ r + 2-gliedrigen 

isolierten Gruppen, so daß sich die erwartungsmäßige Anzahl y^ der 
übergreifenden r-gliedrigen Gruppen aus den isolierten Gruppen nach 
folgendem Gesetz ergibt: 

dies gäbe bei unbegrenzter Versuchszahl 

lind dies stimmt mit der Anzahl der nach Marbes Schema zu er- 
wartenden Gruppen überein, weil bei sehr großem N zwischen N^ 
und N ein im Verhältnis zu den Zahlen selbst nur unerheblicher 
Unterschied besteht. Bei begrenzter Versuchszahl ist aber die Reihe 
nur so weit zu fähren, als isolierte Gruppen vermöge ihrer Wahr- 
scheinlichkeit überhaupt noch zu erwarten sind; bezeichnet man diese 
höchste Gliederzahl mit p, so ist statt y^ zu erwarten: 

y.(l>) = l^r+ 25^.+!+ • • • + (i> - r+ l)(7p. 

Indem sich nun die Marbesche Untersuchung auf die Zahlen y^ 
statt, wie es richtig wäre, auf die Zahlen y^P) stützt, überschätz sie 
die erwartungsmäßigen Zahlen der reinen Gruppen, und diese Über- 
schätzung macht sich bei den hoch zusammengesetzten Gruppen am 
slärksten geltend. Ein numerisches Beispiel wird dies am besten 
klar machen. 

Angenommen, die Beobachtungsreihe umfasse ^=2* Zahlen; dann 
sind an isolierten Gruppen zu erwarten: 

2«-! . . . überhaupt, 

2«-2 . . . 1-gliedrige, 

2«-» . . . 2-gliedrige, 



2«-n ===, 1 . . . ^ __ 1-gliedrige; 
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von da ab werden die Anzahlen zu erwartender Gruppen ^,7, 
— • • •, also kleiner als 1, d. h. Gruppen höherer Zusammensetzung sind 
überhaupt nicht zu erwarten. Marbe aber erwartet statt der einen 
n — 1-gliedrigen Gruppe deren 



1 + 2.| + 3.| + 



4; 



statt der vier n — 2-gliedrigen Gruppen deren 



1.2 + 2.1+3.1 + 44 + 



8; 



statt der elf n — 3-gliedrigen Gruppen deren 



1. 4 + 2. 2 + 3. 1 + 4. i+ .=16; 

statt der vierundzwanzig n — 4-gliedrigen Gruppen deren 32 usw. 

Die Verhältniszahlen—, ~r, — , -, ••• werden immer kleiner und 

rücken an 1 heran, die Überschätzung nimmt also gegen die Gruppen 
niedriger Zusammensetzung hin immer mehr ab. Aber noch mehr; 
während w-gliedrige isolierte Gruppen nach obiger Rechnung in der 

Anzahl -^y also streng genommen nicht mehr zu erwarten sind, er- 
wartet sie Marbe in der Anzahl 

l.i+2.i + 3.i + ... = 2, usw. 



Nach dem Schema der übergreifenden 


Nach dem Schema der isolierten 




Gruppen 




Gruppen 




Beine 


Wabrachein- 


Beobach- 


Verhältnis 


Isolierte 


Wahrschein- 


Beobach- 


Verh&ltnis 


Gruppen, 
Güeder- 


Uohste 


tete 


beider 


Gruppen, 
Glieder- 


lichste 


tete 


beider 


zahl 


Anzahl 




Anzahlen 


zahl 


Anzahl 


Anzahl 


Anzahlen 


1 


1600 


1500 


1-00 


überhaupt 


760 


782 


0-96 


2 


750 


718 


104 


1 


376 


407 


0-92 


3 


375 


343 


109 


2 


187-5 


188 


100 


4 


187 


166 


119 


3 


93-7 


101 


0-93 


6 


94 


70 


1-34 


4 


46-8 


45 


104 


6 


47 


29 


1-62 


6 


23-4 


26 


0-90 


7 


23 


14 


1-64 


6 


11-7 


8 


1-46 


8 


12 


7 


1-71 


7 


6-8 


3 


1-93 


9 


6 


3 


200 


8 


2-9 


2 


1-45 


10 


3 


1 


300 


9 


1-4 


1 


1-40 


11 


1 





00 


10 


0-7 


1 


0-70 


12 


1 





00 


11 


0-3 





— 



Die vorstehende Tabelle zeigt eine der von Grünbaum benützten 
Beobachtungsreihen in beiden Bearbeitungen. Man ersieht aus der 
Bearbeitung nach dem Schema der übergreifenden Gruppen alle die 
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Ton Marbe konstatierten Anomalien, die m völlig befriedigender 
Weise verschwinden, wenn die korrekte Methode der isolierten Gruppen 
zur Anwendung gebracht wird.*) 

90. Würfelversuohe. Wohl die umfangreichsten Versuchs- 
reihen hat der Züricher Astronom R. Wolf ausgeführi^) Eine davon, 
mit der größten Versuchszahl, aus dem Jahre 1850 stammend, be- 
stand darin, daß mit zwei gewöhnlichen Würfeln 1000-mal so lange 
gewürfelt wurde, bis jeder der 21 möglichen Würfe (die Würfel wur- 
den nicht unterschieden) wenigstens einmal zum Vorschein gekommen 
war; es waren dazu 97899 Würfe notwendig, die dann auf 100000 
ergänzt worden sind; alle Würfe wurden notiert. Aus der Fülle der 
Resultate sei nur angeführt, daß sich die relative Häufigkeit eines 
unpaaren Wurfs 

aus 100 Würfen mit 0*88, 

„ 1000 „ „ 0-836, 

„ 10000 „ „ 0-8351, 

„ 100000 „ „ 0-83633 

ergab, während die Wahrscheinl ichkeit eines solchen Wurfes -^ == 0*83333 . . . 
betragt. 

Ausführlicher soll hier auf eine jüngere Versuchsreihe*) Wolfs 
eingegangen werden, weil ihre Ergebnisse geeignet sind, manches von 
den vorausgehenden allgemeinen Erörterungen zu illustrieren. 

Mit zwei Würfeln, deren einer rot gebeizt war, so daß aUe mög- 
lichen 36 Verbindungen der Würfelseiten unterschieden werden konnten, 
sind 20000 Würfe gemacht und die erschienenen Kombinationen ver- 
zeichnet worden. Das Resultat der Zählung war folgendes: 







Weißer Würfel 








Nr. 


1 


2 1 8 


4 


6 


6 


2 

^ 


1 


647 


587 1 600 
656 1 497 


462 


621 


690 


2 
3 


609 


636 


651 

687 


684 


614 


540 1 468 


438 


629 


1 


4 


462 


607 1 414 


413 
606 


509 


611 


5 


651 


662 1 499 


668 


672 




6 


563 


698 , 619 


487 


609 


646 



1) Eine allgemeine Theorie der Untersuchung von beobachteten Reihen zu- 
fiÜliger Ereignisse nach übergreifenden Gruppen, die sich weittragender Methoden 
bedient, hat H. Bruns gegeben: Das Gruppenschema für zufUllige Ereignisse. 
Abhandl. d. Leipz. Ges. d. Wissensch., XXIX. Bd. (1906), p. 679—628. 

2) Schriften der Naturforsch. Gesellsch. in Bern 1849 bis 1861, 1868; Natur- 
forsch. Gesellsch. in Zürich, 38 (1893). 

3) Drei Mitteilungen über neue Würfel versuche. Naturforsch. Gesellsch. in 
Zürich, 26, 27 (1881—1883). 
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Gleiche Möglichkeit der Fälle vorausgesetzt, ist ^^ die Wahr- 
scheinlichkeit jeder einzelnen Kombination nnd — • 20000 = 556 ihre 

OD 

wahrscheinlichste Wiederholungszahl. Die Abweichungen von dieser 
Zahl und ihre Quadrate sind aus der folgenden Zusammenstellung zu 
ersehen. 



5=20000; |) = 



36 



m 


1 m — «i? 1 


{m — sp)^ 


413 


143 


20449 


414 


142 


19884 


438 


118 


13924 


462 


94 


8836 


462 


94 


8836 


468 


88 


7744 


487 


69 


4761 


497 


59 


3481 


499 


57 


3249 


500 


56 


3136 


506 


50 


2500 


507 


49 


2401 


509 


47 


2209 


514 


42 


1764 


519 


37 


1369 


535 


21 


441 


540 


16 


256 


547 


9 


81 


551 


5 


25 


562 


6 


36 


563 


7 


49 


587 


31 


961 


587 


31 


961 


598 


42 


1764 


609 


53 


2809 


609 


53 


2809 


611 


55 


3025 


621 


65 


4225 


629 


73 


5329 


646 


90 


8100 


651 


95 


9025 


655 


99 


9801 


658 


102 


10404 


672 


116 


13456 


684 


128 


16384 


690 


134 


17966 


20000 


2376 


212440 



Die wahrscheinliche Abweichung 



0,476936 ]/2 . 20000 ~ . g = 13, .. . 
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führt zu den Grenzen 543, 569, zwischen welchen am wahrschein- 
lichsten die Hälfte der m, d. i. 18 derselben zu erwarten wären; in 
Wirklichkeit liegen aber nur 4 zwischen diesen Grenzen (547, 551, 
562, 563). 

Der theoretische Wert der mittleren Abweichung: 



Y^ 



20000-1 ■'2-23,2 



ergibt sich wesentlich verschieden von dem aus den wirklichen Ab- 
weichungen berechneten: 



V- 



212440 _ß a 



Ahnlich verhält es sich mit der durchschnittlichen Abweichung, deren 
theoretischer Wert sich mit 18,54 ergibt, während sie sich aus der 
Summe der \m — sp\ mit 66 berechnet. 

Die Beobachtungsreihe zeigt also in jeder Beziehung so erheb- 
liche Widersprüche gegenüber der Theorie, daß man mit Sicherheit 
den Schluß ziehen darf, es seien die Bedingungen, welche der wahr- 
scheinlichkeitstheoretischen Behandlung zugrunde liegen, bei den Ver- 
suchen nicht erfüllt gewesen. Da nun die Art ihrer Ausführung eine 
Begünstigung einzelner Fälle ausschließt, so kann der Grund nur in 
Unregelmäßigkeiten der Würfel liegen, welche bewirkten, daß die 
Würfelseiten nicht als ^leichmögliche Fälle sich darstellen. Dieser 
Umstand verrät sich schon durch den systematischen Charakter der 
Abweichungen, den ein Blick auf die erste Tafel deutlich erkennen 
läßt: die Kombinationen, welche die Seite 4 des einen wie des andern 
Würfels enthalten, sind weniger zahlreich vertreten, während die 
Kombinationen mit 6 auffällig häufig erschienen sind. ^) 

91. ErfJEdinmgen betreffend geometrisohe BEaterlen. Das 
Nadelproblem hat zu wiederholten Versuchen Anlaß gegeben; wenn man 

m der dafür geltenden Formel (Nr. 53) jp = — für p die aus den Ver- 
suchen resultierende relative Häufigkeit der Fälle, wo die Nadel eine 
der Parallellinien kreuzt, einsetzt, so ergibt sich eine empirische Be- 
stimmung für 7f^ gerade dieser Umstand hat anregend gewirkt. 

Die erste Versuchsreihe hat R. Wolf 1850 ausgeführt; die 
Parallelen waren im Abstände von 2a = 45 mm gezogen, das aus 

1) ß. Wolf hat unter Hinzuziehung einer Hypothese über die Abhängig- 
keit der Wahrscheinlichkeit der Würfelseiten von der Lage des Schwerpunktes 
und weiterer Versuchsreihen folgende Wahrscheinlichkeiten ermittelt: 
Nr. 1 
Weißer Würfel 0,16230 

Roter Würfel 0,17086 



2 


3 


4 


5 


6 


0,17245 


0,14485 


0,14205 


0,18175 


0,19660 


0,18105 


0,15880 


0,14580 


0,17240 


0,17110 
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einer Stricknadel heransgebrochene Versuchsstück hatte die Länge 
2c = 36 mm. Wolf warf die Nadel in Serien zu je 100 und erteilte 
der Tafel nach jeder Serie eine kleine Drehung; im ganzen kam die 
Nadel in 2532 von den 50 • 100 = 5000 Würfen über eine der 
Parallelen zu liegen; mit dieser relativen Häufigkeit ergibt die Formel 
für yc den Wert 3,1596. 

Von späteren Versuchsreihen seien angeführt: ^) 

M. A. Smith (1855) aus 3204 Würfen • • • 3,1553 
Kapt. Fox (1894) aus 1120 „ ... 3,1419 

M. Lazzarini (1901) aus 3408 „ • • • 3,1415929. 
R. Lämmel*) hat Versuche zum Bertrandschen Paradoxon 
(Nr. 71) ausgeführt; doch gewinnt man aus seinen Angaben keine 
klare Vorstellung über den eingeschlagenen Vorgang. Es scheint, 
daß es sich um den Modus 4) gehandelt habe, für den die Theorie 
die Wahrscheinlichkeit 0,609 ergibt. Eine Serie von 5 • 100 Sehnen 
(in Kreisen von 15 cm Radius) lieferte die relative Häufigkeit 0,588, 
eine zweite von 3 . 100 Sehnen den Wert 0,644; die Zusammen- 
fassung beider Serien führte zu 0,609«^) 

§ 2. Das Theorem von Poisson. 

92. Entwicklung der Fragestellung. Einen wichtigen Ge- 
danken hat Poisson^) in jenen Teil der Wahrscheinlichkeitstheorie 
eingeführt, welcher sich mit der Erwartungsbildung in bezug auf die 
Ergebnisse wiederholter Versuche beschäftigt, indem er von der Voraus- 
setzung konstant bleibender Wahrscheinlichkeiten abgehend annahm, 
daß sich die Wahrscheinlichkeiten der in Frage kommenden Ereig- 
nisse E, E im Laufe der Versuche ändern. Es lassen sich in der Tat 
leicht Vorgänge konstruieren, bei welchen dies zutrifft; sobald man 
den Boden der Anwendungen betritt, scheint die Variabilität der Wahr- 
scheinlichkeiten die Regel zu bilden. 

Das Problem, mit dem wir uns hier zunächst beschäftigen, be- 
steht in folgendem: Es werden s Versuche oder Beobachtungen über 
die beiden entgegengesetzten Ereignisse Ey E angestellt, denen im il-ten 

1) Periodico di matematica, 1901, p. 140 — 148. 

2) 1. c, p. 88—89. 

3) Ich ließ kürzlich von meinen Hörern Versuche zum Modus 6) anstellen, 
dem die Wahrscheinlichkeit 0,746 entspricht. Von 2060 Sehnen fielen 1467 
länger aus als die Dreiecksseite, woraus sich die relative Häufigkeit solcher 
Sehnen mit 0.7078 ergibt. Die Versuchsblätter zeigten, daß es nicht leicht sei, 
den Prozeß so zu führen, daß eine angenähert gleichmäßige Verteilung der 
Punkte Platz greift. 

4) Recherches sur la probabilit^ etc. Paris 1837; deutsch von H. Schnuse, 
Braunschweig 1841, 4. Kapitel. — Außerdem Abhandlungen in den Oompt 
rend. 1, 2 (1886, 1886). 
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Versuche (^ « 1, 2, • • • s) die Wahrscheinlichkeiten Px* Qx^ ^ "Pi 
zukommen. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit, daß sich die 
Ereignisse in einer bestimmten Anzahl von Malen wiederholen; nach 
derjenigen Kombination, welche unter allen die größte Wahrscheinlich- 
keit besitzt; endlich nach der Wahrscheinlichkeit, daß die Wieder- 
holungszahlen m, n von E, JE, oder die Verhältnisse — , — , welche 

die relative Häufigkeit des Erscheinens ausdrücken, vorgegebene 
Grenzen nicht überschreiten. 

Zur schematischen Darstellung der Sachlage denke man sich 
s Urnen Ux (A « 1, 2, • • • s), welche mit weißen und schwarzen 
Kugeln in solchem Mengenverhältnis gefüllt sind, daß die Urne Ux 
dem Erscheinen einer weißen Kugel die Wahrscheinlichkeit jp;^, dem 
Erscheinen einer schwarzen Kugel die Wahrscheinlichkeit q^ verleiht; 
aus jeder Urne wird eine Kugel gezogen. Wiewohl die Reihenfolge, 
in welcher die Urnen darankommen, für den Erfolg gleichgültig ist, 
stelle man sich, um mit der obigen Formulierung im Einklänge zu 
bleiben, vor, daß die A-te Ziehung aus der Urne Ux geschehe. 

Bei kleinem s kann die Beantwortung der oben gekennzeichneten 
Fragen auf dem Wege der direkten Rechnung geschehen. Beschwerlich 
wird dieser Weg aber schon bei einigermaßen großem s (etwa von 
der Ordnung einiger Zehner), und ganz unverwendbar bei sehr großem s. 
Für diesen Fall hat nun Poisson Näherungsformeln entwickelt mit 
HiKe einer Analyse, welche in ihrer Grundlage auf Laplace^) 
zurückführt. 

93. Ableitnng des Theorems. Die Entwicklung des Pro- 
duktes 

1 

nach Potenzen von u und v befolgt solche arithmetische Regeln, daß 
der Koeffizient von u^v** die Wahrscheinlichkeit für das w-malige 
Eintreffen von E und das w- malige Eintreffen von E bedeutet. Be- 
zeichet man diese Wahrscheinlichkeit mit U^^^ und ersetzt u durch 
e", V durch 6"**, imter i die imaginäre Einheit verstanden, so wird 

s 

X =-YJip,^*+ q,er'^=^ U^ne^'"-"^". 

1 

Durch Multiplikaiion mit g- (»»-«)«* entfällt der exponentielle 
Faktor bei U^^ und nur bei diesem Gliede. Integriert man hierauf 
in bezug auf x zwischen den Grenzen — sr, sr, so fallen rechter Hand 

1) Theorie analyt., art. 8. 
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alle Glieder bis auf das mit ü^ ,, behaftete aus, weil für jedes ganz- 
zahlige r (mit Ausschluß der Null) 

n 

— n 

ist, und es ergibt sich für ?7^ „ die Darstellung: 

n 
— n 

Nun ist 

1 

s 

1 

^ JT {9;l(cos9?;l+^sin9?J}, 
1 
wenn 



()^ = Ygos^ X + (pj^ — q^y 8in^x = Vi - 4i>;ig^ sin^a; (1) 

und 

gesetzt wird; mit den Abkürzungen 

9 S 

JJp, = R, ^v,''^ (3) 

1 1 

wird also 

X= jR (cos + i sin O) 
und 

U^^^ = ö~ 1 R[co8{0 — m — nx) + ^* sin (* — m — no?) } da? 

— Ä 
7t 

= — I Rcos{0 — m — nx)dXj 

wenn man beachtet, daß R vermöge (1) eine gerade, * hingegen 
wegen (2) eine ungerade Punktion von x ist. Aus denselben Gründen 
kann auch 
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n 
^m,n ^ — / iJ COS ($ — m — nx) dx 



geschrieben werden. 

Zerlegt man das Integrationsgebiet in die Teile (0, —\y fy , %\ 

und substituiert in dem zweiten Teile a? =« ;r — |, so geht $ über in 
(w + w) ?r — $, während R keine Änderung erfährt -y das zweite Teil- 
integral lautet dann 

n 
T 

/ 12 cos (m + w;r — $ + m — w| — m — nn) di, , 



und dies ist gleich 



7t_ n 

2 1 



I R cos(2ni7r-- + m — n^)d^= 1 i?cos(0 — m — w|)rf|, 



stimmt also dem Werte nach mit dem ersten Teilintegral überein, 
so daß 



U^n-^fR' 



'— I RcoB{0^m — nx)dx (4) 

ist. 

Unter der Voraussetzung, daß kein p^ und q^ der Null oder der 
Einheit sehr nahe liegt, kommt kein Paktor von 



1 

der Einheit nahe, und es wird R um so kleiner, je weiter sich x von 
der unteren Integralgrenze entfernt; belangreiche Werte nimmt es 
nur in der Nähe dieser Grenze an und kann hier annähernd durch 

77(l-2i,,«,a;«), 

1 

der Logarithmus von R durch 

- x^^2p;^q^ 
ersetzt werden; mit der abkürzenden Bezeichnung 
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...yisfi'^ 



^-V—,— (5) 

wird also näherangsweise 

jB = e- •*''*. (6) 

Weiter folgt aus 

mit Benützung des Wertes von q^ aus (1) und bei Besdirankung auf 
kleine Werte Ton x 

sin <jp^ - (|)j - q{) (1 + 2piq^x*) (a; - -|- + • • •) 

~(l>x-9i)x + (j»x- 9x) (^Pxai - t) *' + •"• ' 
daraus durch Inversion 

fx = (Pi -9i)x + y(Px-9x) Pxixin^; 
demzufolge ist, wenn man die abkürzenden Bezeichnungen: 

8 8 -^ ^ 8 8 9. \ } 

4^<^S^'- (S) 

einführt, 

^ = ^(i>--ä')^4- shx^, (9) 

Mit diesen Näherungswerten von B und * stellt sich jetzt U^ ^ 
wie folgt dar: 

n 
Y 

üm,n^\ / 6-**'^cos[{5(p — g) — (m — w)} 0? + sAo;*] diT . 

Der Koeffizient von x kann umgeformt werden in 

s[p-t-{^-t)]-'3, (10) 

1) Für den numerischen Wert von k läßt sich eine obere Grenze angeben« 
Da nämlich -j der größtmögliche Wert des Produktes Pxqx ist, so kann 

^*p g den Wert — nicht überschreiten; infolgedessen ist 
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wobei, vermöge i? + ö' =- 1 und m + n '^ s, g den doppelten Unter- 
schied p — — (oder auch den doppelten Unterschied — — q\ bedeutet. 

Wird hierauf der Kosinus entwickelt, hierbei aber über die dritte 
Potenz von x nicht hinausgegangen, so verwandelt sich der obige 
Ausdruck in: 

n 

T 

^m,n ^ ~^ f ö"****" { cos (sgx) — sho^ sin (sgx) } dx 



und durch die Substitution 

xys = z 



weiter in: 



TT _ 

y|/7 



f'm,n= ;^ A"^'' JC0S(^^1/S) - p|' sin (gf^ V«) j rf^f . 

W^en der mit wachsendem z außerordentlich rasch fallenden 
Exponentialfunktion wird der Wert der Funktion unter dem Integral- 
zeichen schon innerhalb des Integrationsintervalls sehr klein und 
außerhalb desselben so geringfügig, daß es auf den Wert von U„^^^ 
keinen merkbaren Einfluß übt, wenn man die obere Grenze durch oo 
ersetzt. 

Nun ist^) 



e-^''Qos{gzy8)dz^^e ***; 







daraus ergibt sich durch Differentiation nach g\ 

^e-'^'^zYs sin (gzYs) dz = f]?^"^, 
weiter durch Differentiation in bezug auf k: 



OD 



1) Man kommt zu dem Werte J dieses Integrals, indem man es nach g 

differentiiert, das Integral -^ durch partielle Integration entwickelt und die so 

entstandene Differentialgleichung integriert; zu dem Werte der Integrations- 
konstanten fuhrt die Annahme g^O. 
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woraus sich 



ß-"'^^'<''y^''—'-W{»-^> 



4Jfca 





berechnet. 

Nach Einführung dieser Integralwerte in den letzten Ausdruck 
für U^ ^ wird, wenn man noch 

^-ö (11) 

setzt, 

Wenn man auf die Bedeutung von g zurückgeht^ so drückt U„ ^ 
die Wahrscheinlichkeit aus, daß die Ereignisse ^, ^ in den Wieder- 
holungszahlen 

erscheinen. 

Für die Wiederholungszahlen 

besteht dementsprechend die Wahrscheinlichkeit 

Hiemach ist die Wahrscheinlichkeit, daß sich die Wiederholungs- 
zahl des Ereignisses E von der Zahl sp um Äö]/s nach auf- oder 
abwärts unterscheide, 

kyns 

und dies ist am größten für ö = 0. 

Daraus ergibt sich als erstes Resultat: 

,J)ie wahrscheinlichste unter allen Kombinationen ist diejenige, in 
*» welcher sich die Wiederholungszahlen der Ereignisse E und E so ver- 
halten wie ihre durchschnittlichen Wahrscheinlichkeiten p, q im Laufe 
der Versuche'^ 

Denn nach den Formeln (7) sind p, q die arithmetischen Mittel 
der Wahrscheinlichkeiten pj^, q^ und ergänzen sich so wie diese zur 
Einheit. 

Setzt man 

und denkt sich unter | eine ganze Zahl, so wird die Wahrscheinlich- 
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keit P, daß die Wiederholungszahl m von E zwischen die Grenzen 
sp — l und sp + 1 falle^ ausgedrückt sein durch 



2 



i .-?■■. " 



ky'jts kyns^ 



der negative Teil rührt daher^ daß in der Summe die Wahrschein- 
lichkeit der Abweichung doppelt gezählt ist. Verwandelt man die 
Summe nach der in ISfr. 76 angegebenen Methode in ein Integral, 
so wird 

kyicsj kyns' 



oder einfacher^ wenn man 



ky% ' kys ^ 



setzt; 



Ä/ 



X. -y. 



'dt + ^-=.' (14) 

ky^s ^ ^ 



Die zweite Aussage, die mit der vorigen zusammen Poissons 
Theorem ausmacht, lautet demnach wie folgt: 
„Es ist mit der Wahrscheinlichkeit 



'"Ä/ 



e-^dt + ^ 

kyTts 





eu erwarten, daß die Wiederholungszahl m des Ereignisses E zwischen 
die Grenzen 

sp T ykySf 

die relative Häufigkeit — dieses Ereignisses also zwischen die Grenzen 

ys 
faUen werde.^ 

Die wichtigste Folgerung aus diesem Satze geht dahin, daß durch 
entsprechende Vermehrung der Versuche die Grenzen, innerhalb welcher 

das Verhältnis — mit einer der Einheit beliebig nahen Wahrschein- 
lichkeit zu erwarten ist, beliebig eng gezogen werden können. Bei 
der Begründung dieser Schlußfolgerung ist auf den im Gange des 
Beweises hervorgehobenen Umstand Rücksicht zu nehmen, daß k un- 
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abhängig von der Größe der Versuchszahl an eine obere Grenze 



(14) 



— ) gebunden ist. 



Das Bernoullische Theorem ist als besonderer Fall in dem 
Poissonschen enthalten; denn^ werden die Wahrscheinlichkeiten jp;i 
untereinander gleich und gleich p^ so sind auch die q^ einander gleich 
und gleich g; 



V 



^^Pz^x 



geht über in Y^pq, und die Ausdrücke für P, die Grenzen von m 

und — verwandeln sich in diejenigen, welche das Bernoullische 

Theorem anführt. 

Eine Bemerkung möge schon an dieser Stelle Platz finden. In 
bezug auf das wahi'scheinlichste Ergebnis der s Versuche ist es ebenso, 

als ob sie bei konstant bleibender Wahrscheinlichkeit p = ^^— aus- 

^ s 

geführt worden wären; auf andere Beziehungen darf aber diese Analogie 

nicht übertragen werden. 

94. Beispiel XLVII. Es liegen drei Urnen A^, Ä^j A^ vor; 
die erste enthält 2 weiße und 3 schwarze, die zweite 3 weiße und 
2 schwarze, die dritte 1 weiße und 4 schwarze Kugeln, Man macht 
aus A^ 200, aus A^ 400, aus A^ 600 Ziehungen, wobei die gezogene 
Kugel jedesmal wieder zurückgelegt mrd. Welches ist das wahrschein- 
lichste Resultat dieser Ziehungen und welches die wahrscheinliche Ab- 
weichung von diesem? 

Die durschschnittlichen Wahrscheinlichkeiten für die weiße und 
schwarze Kugel sind 

^4-2.^4-3 ^ 34-2.^4-3> 

^ 6 30' * 6 30 ' 

Mit diesen berechnen sich die wahrscheinlichsten Wiederholungszahlen 

sp = 1200 • ^ « 440, sq^ 1200 • g = 760. 
Femer ist 



.-VJ 



1 + 2. 1 + 3. ± 
'^^^^^-^ = 0,63245; 



die wahrscheinliche Abweichung, wenn man in dem Ausdrucke für P 
das zweite Glied unbeachtet läßt, beträgt also 

Qhys^ 0,476936 • 0,63245 • 1/12ÖÖ = 10,3 • ., 
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80 daß die Wiederholungszahl der weißen Kugeln mit der Wahrschein- 
lichkeit 2 zwischen den Grenzen 430 und 450 zu erwarten ist. 

Anders ergeben sich diese Grenzen, wenn die 1200 Ziehungen 
aus einer Urne gemacht werden, welche der weißen Kugel die Wahr- 
scheinlichkeit ^ verleiht, also beispielsweise aus einer Urne mit 

11 weißen und 19 schwarzen Kugeln; dann ist nämlich die wahr- 
scheinliche Abweichung 



0,476936 ]/2 • 1200 • JJ • ^ - 11,1 



die wahrscheinlichen Grenzen für die Wiederholungszahl der weißen 
Kugeln sind also 439 und 451, weiter als im andern Falle. 

, 96. Mittlere Abweiohnng. Für die Wahrscheinlichkeit einer 
Abweichung vom absoluten Betrage | ergab sich der Näherungs- 
ausdruck: 

kyns 



*»». 



Multipliziert man diesen Ausdruck mit §^ und integriert, | als stetige 
Variable auffassend, zwischen den Grenzen und oo^ so ergibt sich 
das mittlere Quadrat der Abweichung Z, nämlich: 

ky%sj 



OD 

= ^ ft'e-^dt 

. 

k*8 



2 



; 



weil das Integral (s. Nr. 12) den Wert ^ hat. Mit Rücksicht auf 
den Wert von Ic, Gleichung (5), ist also 

W)-:2p,ix; (15) 

die Quadratwurzel hieraus ist die mittlere Abweichung von der wahr- 
scheinlichsten Wiederholungszahl. 

Bestünde hingegen durch die ganze Dauer der Versuche dieselbe 
Wahrscheinlichkeit für E und so auch für E^ nämlich die durch- 
schnittliche Wahrscheinlichkeit p, beziehungsweise q, so ergäbe sich 
nach Nr. 80 als mittleres Quadrat der Abweichung: 

<Si,(l') ^ spq, 

Cxaber, WahnoheiuUolikeitsreohnang. I. 2. Aufl. DiaMed bv CjrOOQlC 
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Um diese beiden Werte miteinaHder rergleichen zu können, 
bringen wir sie auf folgende Gestalt: 

D(i») - p,(l _ Pj) + ft (1 - p,) + . . . + pXi - p,) 

-Pi + P, + --'+P.~(pl + pi + --- + p^), 

mithin ist 

also 

t)araus ergibt sich der Satz: 

yyDie mittlere Äbt^eichung vom wahrscheinlichsten Besultäie ist 
kleiner, die Fräzision also größer, wenn die Ziehungen in der he- 
schriebenen Weise aus verschiedenen Urnen vorgenommen werden , als 
wenn sie aus einer Urne erfolgten, die dem Erscheinen von E die durch- 
schnitüiche Wahrscheinlichkeit verteihtJ* 

Würden a Reihen von je s Versuchen auf die erste Art aus- 
geführt werden, so wäre filt die dabei zum Vorschein kommenden 
Quotienten 

welche die rdative Häufigkdt des Erscheinens von E in den einzelnen 
Reihen darstellen, eine andere wahrscheinlichste Verteilung oder Dis- 
persion um den Wert p zu erwarten als für die Quotienten 



m^ tn^ 



(R') 



welche sich ergäben, wenn die z Ziehungsreihen aus einer und der- 
selben Urne vorgenommen worden wären, welche dem E die durch- 
schnittliche Wahrscheinlichkeit p verleiht. Der Unterschied bestünde 
darin, daß sich die Reihe (R) enger um den Wert p zusammendrängte 
als die Reihe (R'). Bezeichnet man die wahrscheinlichste Dispersion 
der Ergebnisse von Reihen, welche nach Art der Reihe (R'), also 
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unter beständig gleichbleibenden Umständen ansgeführt werden, als 
normale Dispersion, so gebührt der Verteilung der Ergebnisse der 
Reihe (JB) die Bezeichnung untemormale Dispersion,^) 

96. BeiBplel XLVIU. Eine Urne enthält 6 Kugdn, davon 
sind 6p weiß, 6q schwa/rz. Man macht s (< ö) Ziehungen, ohne die 
gezogenen Kugdn mrächsulegen. Wie groß ist unter der Voraussetzung^ 
daß 6, s und 6 — s große Zahlen seien, die Wahrscheinlichkeit , daß 
sp + l weiße und sq — l schwarze Kugeln zum Vorschein Tcommen? 

Der Fall ist dadurch bemerkenswert, daß sich die Wahrscheinlich 
keiten für das Ziehen einer weißen, resp. schwarzen Kugel, die vor 
Beginn der Ziehungen p, q sind, im Laufe derselben auf unbekannte 
Art ändern. 

Der strenge Ausdruck för die verlangte Wahrscheinlichkeit ist: 

s! 

ap (ap ^ t) . . . (ap ^ sp — l + 1) • cq {sq — 1) ■ - - (oq — « 3 + ? + 1) . 
ff (<r — 1) . . . (ff -r- s + 1) ' 

der erste Faktor gibt die Anzahl der Arten an, auf welche das be- 
zeichnete Ereignis eintreten kann, der zweite gibt die Wahrsoheinlieh- 
keit bei einer bestimmten Anordnung der Kugeln, die aber für alle 
Anordnungen die gleiche isi Nun läßt sich 1\ wie folgt durch lauter 
Ff^kultäten ausdrücken: 

rp ^ s\ (ap))(aq)\(c-8)\ 

' {sp + T)l{sq-l)\[iü^s)p^l}\[{a-^s)q + l]lör 

Unter den über er, s und 6 ^ s gemachten Voraussetzungen kann 
Bähenmgisweise gesetzt werden (rgl. Nr. 75): 

1 ^' 



(8p+l)l{sq-l)l^ ^ y^TtJ^ 

(ff — S)! ^(a-$)v-lr^(a-i)Q + l — ^ 



^p(a-»)p-lq(a-i)g + l ^^ * _ ^ 2(a-$)pi 



[(,^s)p-l]\[iö^8)q + l]l'^ ^ y2^(ff-s)i)g 

daraus ergibt sich durch Multiplikation: 

{sp + l)\(sq-T)\[{ö--s)p^l]l[{c^s)q + ^l^ ^ 



23rpg|/5(tf_5) 



g is(0-$)pq. 



1) Der Begriff der Dispersion und ihre Unterscheidung in normale, unter- 
normale und übemotmale rührt von W. Lezis her: Zur Theorie der Massen- 
erscheinungen in der menschlichen Gesellschaffc (1877), p. 22. — Vgl. auch 
J. V. Eries, Die Prinzipien der "Wahrscheinlichkeitsrechnung (1886), p. 108 ff. — 
Ein Beispiel übemormaler Dispersion folgt in der nächsten Nummer. 
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Ferner ist nach Nr. 74 

Durch Division der vorletzten Gleichung durch die letzte erhält man: 



2'r 



2, P3 



y2n8~-^~ pq 



a 



Dies ist aber derselbe Ausdruck, welcher sich ergeben hätte; 
wenn die Wahrscheinlichkeiten p, q im ganzen Verlaufe der Ziehungen 

konstant blieben, wenn jedoch statt s Versuchen deren bloß ^ s 

gemacht würden. Je größer gegenüber s ist, desto geringer der 
Einfluß, den das Nichtzurücklegen der Kugeln ausübt; für lim (J = oo 

wird ^— ^ = 1, d. h. bei einer unbegrenzten Menge von Kugeln in der 

Urne hört jener Einfluß völlig auf. 

Würde man ^ Beobachtungsreihen gleichen ümfanges in der be- 
schriebenen Weise ausführen und die Quotienten 



bilden, welche die relative Häufigkeit des Erscheinens einer weißen 
Kugel in den einzelnen Reihen ausdrücken^ so wäre gegenüber dem 
FaUe, wo die Wahrscheinlichkeiten p, q im Verlauf der Versuehe 
konstant bleiben, eine übemormäle Dispersion dieser Quotienten zu 
erwarten, d. h. eine Verteilung derselben, bei welcher sie sich weniger 
dicht um den Wert p zusammendrängen als in dem entgegengestellten 
Falle. Denn die Präzision einer Beobachtungsreihe der oben be- 
schriebenen Art ist 

2pq ' 

die einer Beobachtungsreihe mit konstant bleibenden Wahrscheinlich- 
keiten 






die letztere also größer als die erstere. 

§ 3. Das (besetz der großen Zahlen. 

97. Elementare Wahrscheinlichkeiten und Durchschnitts- 
Wahrscheinlichkeiten. Die nähere Vergleichimg des BernouUi- 
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sehen Theorems mit dem Poisson sehen gibt Anlaß zu folgenden 
Bemerkungen. 

In dem typisehen Falle, auf welehen sieh das Bernoullisehe 
Theorem bezieht, sind die konstant bleibenden Wahrscheinliehkeiten 
Py q der Ereignisse Ey E maßgebend sowohl für die Bestimmung der 
wahrscheinlichsten Kombination von E, E m s Versuchen, wie auch 
für die Präzision der Versuchsreihe und daher auch für die Dis- 
persion der Ergebnisse wiederholter derartiger Versuchsreihen gleichen 
ümfanges. 

Anders verhält es sich in dem Falle, welcher dem Poissonschen 
Theorem zugrunde liegt. Hier gibt es wohl zwei Größen p, g, 
nämlich die arithmetischen Mittel der |}^ und g^, die für die wahr- 
scheinlichste Kombination von E und E bestimmend sind in derselben 
Weise wie in dem ersten Falle, sie sind aber nicht maßgebend für 
die Beurteilung der Präzision und Dispersion; diese hängen vielmehr 
von den einzelnen p^, g^ ab und können sich daher bei demselben 
p und q sehr verschieden gestalten. 

Wir wollen diesen Unterschied vorläufig dadurch zum Ausdruck 
bringen, daß wir p, q im ersten Falle als Elementarwahrschein- 
lichkeiten., im zweiten Falle als Durchschnittswahrscheinlichkeiten be- 
zeichnen. Das verschiedene Verhalten beider veranlaßt uns, dem 
Wesen der Durchschnittswahrscheinlichkeiten näher zu treten. Die 
folgende Betrachtung dürfte einen hierzu geeigneten Ausgangspunkt 
darbieten. 

Eine Urne U enthalte N Kugeln, wovon G weiß, die übrigen 
schwarz sein mögen; die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer 
weißen Kugel (Ereignis E) ist 

G 

Nun stelle man sich vor, daß die Kugeln duroh irgendein Merk- 
mal^) in V Kategorien unterschieden seien, welche der Reihe nach aus 
Nj^, N^, ' ' • N^ Kugeln bestehen, worunter sich 6?^, Gg, • • • G^ weiße be- 
finden mögen; dann ist Jü^+N^ -\ \-N^^N\ind öi + ög + ' • • + ö^r= ^' 

und die Wahrscheinlichkeit von E läßt sich in der Form 

= ^1 + ^» + • • • + ^. -^^.^'«^. .^^ 

darstellen. Dieser Ausdruck gestattet folgende Deutung: Man kann 
jetzt von V Modalitäten des Ereignisses E (und seines Gegensatzes E) 

reden; ^ =^ (o^ ist die Wahrscheinlichkeit, daß die erste Modalität sich 
1) Z. B. durch aufgeschriebene Nummern. 
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einstelle ; -^ = 2>i die Wahrscheinlichkeit, daß dann das Ereignis E 
eintreffe^). Mit diesen Bezeichnungen schreibt sich p entweder 

P == »lÄ + «»SÄ + • • • + (^vPv 
oder 

P- — jvr . 

und erscheint bei der letzteren Schreibweise als arithmetisches Mittel 
der den einzelnen Modalitäten entsprechenden Wahrscheinlichkeiten, 
jede Wahrscheinlichkeit mit dem der Modalität entsprechenden Ge- 
wichte genommen, also in der Form einer Durchschnitts Wahrschein- 
lichkeit. 

Man kann, um das Verhältnis der p^ p^, • • • p^ zu dem p zu 
kennzeichnen, die ersteren Spezial- oder Par^/oZwahrscheinlichkeiten, 
p dagegen eine General- oder To^/ Wahrscheinlichkeit nennen.*) 

Wie auch die Zerlegung in Kategorien erfolgen möge, an dem 
Wesen der Frage nach der Wahrscheinlichkeit des Erscheinens einer 
weißen Engel wird nichts geändert, und gerade hierin ist das charakte- 
ristische Merkmal einer elementaren Wahrscheinlichkeit zu erblicken. 

Nun aber denke man sich die Kugelkategorien voneinander ge- 
trennt, indem man jede in eine besondere Urne legt; an die Stelle 
der einen Urne U treten dann v Urnen JJ^, TJ^, - - ' U^, welche dem 
Ereignis E der Reihe nach die Wahrscheinlichkeit p^j p^, • • • p^ 
verleihen. 

Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E kann 
jetzt verschiedene Beantwortung erfahren je nach den Bestimmungen, 
welche über die Ausführung der Ziehungen getroffen werden. 

a) Setzt man fest, daß aus einer bestimmten Urne, z. B. aus Uif 
gezogen werden soll, so hat E die Wahrscheinlichkeit p^. 

b) Bestimmt *man, daß einer beliebigen Urne eine Kugel ent- 
nommen werden soll, so ist 

, 1,1 , ,1 Pi+P^-^ l-i>. 

P^-^l+ ^P2+"- + -P. S 

die Wahrscheinlichkeit, daß sie weiß sein werde. 

c) Man kann die Bestimmungen auch so treffen, daß bezüglich 
der Erwartungsbildung wieder die ursprünglichen Verhältnisse ein- 



1) Poisson, Recherches etc., deutsche Übersetz., p. 100 und 115, be- 
zeichnet die Modalitäten als „Ursachen" der Ereignisse E (oder J^) und belegt 
die Zahlenreihe (»i , c», , • • • co^ mit dem Namen „Wahrscheinlichkeitagesetz der 
Ursachen". 

2) J. V. Kries, Prinz, d. Wahrsch.-R., p. 106. — L. v. ßortkewitsch, 
Krit. Betracht, z. theoret. Statist., Jahrb. f. Nationalök. u. Stat. (3) 8 (1894), p. 648. 



Digitized by VjOOQIC 



II. Abschnitt. Wahrscheinlichkeiten, betr. die Ergebnisse usw. 167 

treten. Man lege in eine Hilfsume N^k Zettel mit der Nummer 1, 
N^l Zettel mit der Nummer 2, • • •, N^l Zettel mit der Nummer v 
(l bedeutet eine beliebige ganze Zahl) und ziehe zuerst aus dieser 
Urne einen Zettel; die Nummer desselben bezeichnet die Urne, aus 
welcher die Engel zu ziehen ist. Unter diesen Umständen ist die 
Wahrscheinlichkeit för das Erscheinen einer weißen Kugel wieder 

Auch dadurch würde dieses Ziel erreicht, daß man, statt einer, 
N^k Urnen von der Sorte C/j, JVgA Urnen von der Sorte U^, • • •, 
N^X Urnen von der Sorte ü^, im ganzen Nl Urnen aufstellt und 
aus einer beliebigen die Kugel zieht. 

Nun handle es sich nicht um die einzelne Ziehung, sondern um 
eine Reihe, sagen wir von s === Nk Ziehungen. Wir wollen zwei Aus- 
fohrungsmodalitäten einander gegenüberstellen. 

a) Man benütze das System ü^, U^y ' * ' U^ von v Urnen, mache 
Ny^l Ziejiungen aus TJ^y N^X Ziehungen aus ?7g, • . •, schließlich 
N^X Ziehungen aus C/^, die gezogene Kugel jedesmal zurücklegend 
und unter die andern mischend. Die Durchschnittswahrscheinlichkeit, 
welche bei diesem Vorgange der weißen Kugel entspricht, ist 

P ^ 

ß) Man benütze das unter c) erwähnte System von NX Urnen, 
worunter sich N^X von der Sorte U^ befinden usw., und mache jede 
der s Ziehungen aus einer beliebigen Urne des Systems', die Kugd 
jedesmal zurücklegend; dabei wird zugleich vorausgesetzt, daß die 
Urnen beständig durcheinander gemengt werden, daß man also nicht 
wisse, aus welchen bereits gezogen worden ist. Auch bei diesem Vor- 
gange ist die Durchschnittswahrscheinlichkeit für eine weiße Kugel 

N,p, + N,p, + --^ + N,p^ 
i>- ^ -• 

Zwischen diesen an Wert gleichen Durchschnittswahrscheinlich- 
keiten besteht aber ein fundamentaler Unterschied. 

Während mau im Falle a) mit Sicherheit weiß, daß genau N^- 
mal die SpezialWahrscheinlichkeit p^, genau N2 X-mal die Spezial Wahr- 
scheinlichkeit P2, usf. zur Geltung kam, läßt sich im Falle ß) keine 
bestimmte Aussage hierüber machen. Zwar ist, sofern s eine sehr 
große Zahl vorstellt, dem BernouUischen Theorem zufolge mit großer 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten, daß die relative Häufigkeit, mit 
welcher die Urnen der einzelnen Gattungen daran kommen, nicht all- 
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zuviel von den Verhältnissen -^ , i^? * * * abweichen werde; es liegen 

aber auch erhebliche Abweichungen von diesen Verhältnissen im Be- 
ireiche der Möglichkeit. 

Im Falle a) kann von einer Wahrscheinlichkeit des Ereignisses -E 
schlechtweg, d. i. für die ganze Dauer der Versuche, nicht gesprochen 
werden; sie ist eben ^jA-mal p^, N^l-msl p^ usf. Im Falle ß) 
aber gibt p die Wahrscheinlichkeit von E für die ganze Versuchs- 
dauer an; damit steht keineswegs im Widerspruche, daß bei der 
Ausführung des einzelnen Versuches, nachdem man sich bereits für 
die Urne entschieden hat, aus welcher der nächste Zug geschehen 
soll, eine der Spezial Wahrscheinlichkeiten wirksam wird; bei der 
völligen Unwissenheit über die Anordnung der Urnen besteht doch 
immer nur die Generalwahrscheinlichkeit dafür, daß man eine weiße 
Kugel ziehen werde. 

Der Fall ß) ist also völlig äquivalent der Ausführung von 
s Ziehungen aus der einen ursprünglichen Urne U, welche dem Er- 
scheinen einer weißen Kugel die Elementarwahrscheinlichkeit p gab. 
Der Fall u) aber läßt sich in keiner Weise durch Ziehungen aus einer 
einzigen Urne von gleichbleibender Füllung ersetzen. 

Man hat, um das Ergebnis der Betrachtung zusammenzufassen, 
zwei Arten von Durch Schnitts Wahrscheinlichkeiten zu unterscheiden: 
solche von hestimmter und solche von willkürlicher Zusammensetzung, 
oder in anderer Terminologie^): konstant zusammengesetzte Durch- 
schnittswahrscheinlichkeiten und Durchschnittswahrscheinlichkeiten im 
eigentlichen Sinne. Die letzteren sind analog den elementaren Wahr- 
scheinlichkeiten. 

Daraus ergibt sich als naturgemäße Folgerung, daß auf Versuchs- 
reihen, welchen eine elementare oder eine Durchschnittswahrschein- 
lichkeit im eigentlichen Sinne zugrunde liegt, das Bernoullische 
Theorem zur Anwendung kommen kann, daß also, was den letzteren 
Fall betrifft, die Präzision lediglich nach der DurchschnittSwahi-schein- 
lichkeit zu beurteilen ist. Bei Versuchsreihen hingegen, welchen eine 
Durchschnittswahrscheinlichkeit von bestimmter Zusammensetzung zu- 
grunde liegt, kommt das Theorem von Poisson zur Geltung; hier 
richtet sich die Präzision nach der Zusammensetzung der Durch- 
schnittswahrscheinlichkeit. 

98. Das Oesetz der großen ZaMeu. Der theoretische Satz 
über den Zusammenhang zwischen der relativen Häufigkeit des Ein- 
treffens eines Ereignisses in einer großen Anzahl von Versuchen und 
seiner Wahrscheinlichkeit, der in Nr. 87 unter der einschränkenden 
Voraussetzung formuliert worden ist, daß diese Wahrscheinlichkeit 

1) L. V. Bortkewitsch, 1. c, p. 650—651. 
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von Versuch zu Versuch dieselbe bleibe, läßt sich jetzt auch auf solche 
Falle ausdehnen, wo dem Ereignis eine Durchschnittswahrscheinlichkeit^ 
eine konstant zusammengesetzte oder eine eigentliche,, zukommt. Man 
kann nämlich mit Rücksicht auf die letzten Ergebnisse sagen: 

„Wenn zwei einander ausschließenden Ereignissen E, E solche 
im Laufe der Verwirklichungen unveränderlich bleibende Umstände zu- 
grunde liegen, daß sich für E eine Elementar- oder eine Durchschnitts- 
wahrscheinlichkeit p bestimmen läßt, so ist man imstande die Wahr- 
scheinlichkeit P anzugeben, mit welcher erwartet werden darf, daß 
der Unterschied zwischen der relativen Häufigkeit von E in s Ver- 
suchen, H{Ey s), und seiner Wahrscheinlichkeit p dem Betrage nach 
über eine bestimmte Grenze nicht hinausfalle, und wie nahe auch P« 
der Einheit gewählt wird, immer ist 

\imH{E,s)^p.'' 

Was die ziffermäßige Ermittlung der Grenze und des ihr ent- 
sprechenden P anlangt, so ist in der vorigen Nummer auseinander 
gesetzt, wann hierzu die Formeln des B er nouUi sehen und wann jene 
des Poissonschen Theorems anzuwenden sind. 

Die durch vielfältige Erfahrung auch in der Wirklichkeit be- 
stätigte Geltung obigen Satzes in dem Sinne, daß mit wachsendem s 
die Differenz S{E, s) —p im allgemeinen der Null sich nähert, wird 
als das Gesetz der großen Zahlen bezeichnet. 

Poisson, der Urheber dieser Bezeichnung^), wollte sie nur auf 
solche Ereignisse angewendet wissen, deren Wahrscheinlichkeit sich 
iin Laufe der Versuche oder Beobachtungen ändert, und er vermeinte, 
in seinem Theorem, das die theoretische Basis dieses Gesetzes aus- 
macht, und in dem er eine unmittelbare Aussage über das wirkliche 
Geschehen erblickte*), eine weittragende Verallgemeinerung des Ber- 
noullischen Theorems gefunden zu haben. Wenn man jedoch seine 
mathematische Deduktion und die zu ihr beigebrachten Illustrations- 
beispiele nachprüft, so kommt man zu der Erkenntnis, daß es sich 
um Ereignisse mit einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent- 
lichen Sinne handelt, und auf solche kann ebensogut das Ber- 
noullische Theorem wie das Poissonsche zur Anwendung gebracht 
werden.^) 



1) Comptes rendus 1 (1835), p. 478 sq. 

2) Comptes rendus 2 (1836), p. 377 sq. 

3) Vgl. die eingebende Beleuchtung dieses Gegenstandes bei L. v. Bortke- 
witsch, 1. c, p. 653 ff. 
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III. Abschnitt Wahrscbeialichkeiten auf Grand der Erfahrung. 

§ 1. Wahrscheinlichkeit 
der möglichen Ursachen eines beobachteten Ereignisses. 

99. Bntwioklimg der JPrügestellung. Wenn über zwei Er- 
eignisse (Tatbestände) E und Ey die einander gegenseitig ausschließen, 
ein solches Wissen zu Gebote steht, das gestattet, die Umfange 
der Realisierungsmöglichkeiten, die mit Notwendigkeit das eine oder 
das andere Ereignis herbeiführen, gegeneinander abzugrenzen und 
miteinander quantitativ zu vergleichen, so lassen sich auf Grrund dieses 
.Wissens allein die für die Erwartungsbildung maßgebenden Wahr- 
scheinlichkeiten berechnen, sei es, daß es sich nur um eine einzelne 
Realisierung oder um eine Folge von solchen handelt. 

Die liierdurch gekennzeichnete allgemeine Methode wird als 
WdhrscheifUichkeitsbestimmung a priori, eine nach dieser Methode be- 
stimmte Wahrscheinlichkeit auch als apriorische Wahrscheinlichkeit 
bezeichnet. Bisher waren es nur Wahrscheiiilichkßiten dieser Art, die 
ims beschäftigt haben. 

Es bedeutet nun einen wichtigen Schritt in der Entwicklung der 
Wahrscheinlichkeitstheorie, daß man sie auch auf !Eireignisse aus- 
zudehnen sucht, bezüglich welcher ein so geartetes Wissen nicht vor- 
liegt, wo jedoch der beobachtete Erfolg einer oder mehrerer Realisie- 
rungen zu Gebote steht. Denn die Anwendungen der Wahrscheinlich- 
keitstheorie auf Naturerscheinungen und Vorgänge des praktischen 
Lebens bieten fast ausschließlich Fälle dieser Art dar. 

Bevor es hier zu Erwartungsbildungen in bezug auf künftige 
Erfolge kommen kann, muß ein Rückschluß von dem beobachteten 
Erfolge auf die ihn bedingenden Umstände gemacht werden, und 
dieser beruht wieder auf einem Wahrscheinlichkeitsurteil. Wir nehmen 
an, das vorhandene, aber unzureichende Wissen in Verbindung mit 
dem beobachteten Ereignis gestatte die Aufstellung einer begrenzten 
oder auch unbegrenzten Menge von Annahmen über die dem be- 
obachteten Ereignis zugrunde liegenden Umstände oder Bediu: 
gungen. Sowie nun ein bestimmter, bezeichneter Erfolg aus ver- 
schiedenen Bedingungskomplexen mit verschiedenem Grade der Wahr- 
scheinlichkeit zu erwarten ist, so kommt auch den verschiedenen 
möglichen Bedingungskomplexen, aus welchen ein wirklich beobachteter 
Erfolg hervorgegangen sein kann, verschiedene Wahrscheinlichkeit der 
Existenz zu. Erst wenn die Messung dieser gelungen ist, kann eine 
Berechnung über die Wahrscheinlichkeit erst zu erwartender Erfolge 
angestellt werden. 

Die Methode, welche ein zur apriorischen Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung unzureichendes Wissen und die Ergebnisse der Erfahrung^ 
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der Beobachtung, zur Lösung von Aufgaben verwendet, wird als Wahr- 
sckeinlichkeUshestimmung a posteriori bezeichnet. Unter einer aposterio- 
rischen Wahrscheinlichkeit ist daher eine solche zu verstehen, bei 
deren Berechnung auch die Erfahrung mitgewirkt hat. 

Es ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie üblich geworden, die für 
die Erwartungsbildung maßgebenden Umstände im Hinblick auf ein 
ungewisses Ereignis seine Ursache zu nennen. In diesem Sinne spricht 
man auch von den möglichen Ursachen eines beobachteten Ereignisses 
und meint darunter die verschiedenen Bedingungskomplexe, aus welchen 
das Ereignis hervorgegangen sein kann. Es besteht hier ein Wider- 
spruch mit dem gewöhnlichen Sprachgebrauch, indem unter Ursache 
nicht das verstanden wird, was dem Ereignis das Eintreffen, die 
Existenz, mit Notwendigkeit verleiht, sondern etwas, was sie ihm 
verleihen Tcann. Am zutreffendsten wäre es wohl, von Annahmen 
oder Hypothesen über die dem beobachteten Ereignis zugrunde 
liegenden Umstände zu sprechen; in vielen Fällen erweist sich die 
Bezeichnung „Entstehungsmodi" des beobachteten Ereignisses als zu- 
treffend.^) 

Wir gehen nun daran, dasjenige Theorem in seinen verschiedenen 
Formen abzuleiten, auf welchem die Beurteilung der Wahrscheinlich- 
keit der verschiedenen Ursachen beruht, denen ein beobachtetes Er- 
eignis zugeschrieben werden kann. Die Ableitung soll an schematischen 
Problemen vorgenommen werden, um deutlich erkennen zu lassen, daß 
sie keiner neuen Prinzipe bedarf und lediglich auf der Wahrscheinlich- 
keitsdefinition beruht, mit andern Worten, daß die aposteriorische Wahr* 
scheinlichkeitsreehnung mit denselben logischen Schlüssen operiert 
wie die apriorische und nur in den Grundlagen der Rechnung von 
di^er sich ijnterscheidet. Einer späteren Stelle bleibt es daun vor- 
behalten, die Voraussetzungen, welche gemacht werden, auf ihren 
wesentlichen Inhalt zu prüfen und zu untersuchen, wieweit sie in 
besonderen Fällen erfüllt sind. 

100. Theorem von Bayes^) für den Fall, daß die Ursachen 
a priori gleichmöglich sind. 

Wir stellen folgendes Problem zur Lösung: 

„Es liegen n äußerlich gleiche Urnen C/j, TJ^y ... Z7„ von folgen- 
der Füllung vor: 



1) Vgl. hierzu J. v. Kries, Prinz, d. Wahrscheinlichkeitsrechnung, p. 122, 
und K. Stumpf, XPoeft den Begriff d. mathem. Wahrsch* Sitzungsber. d. Münch. 
Ak. 1892, p. 96ff. 

2) J. Bayes war der erste, der sich (in einer nach seinem Ableben durch 
Price veröffentlichten Abhandlung, erschienen im 63. Bande der Philos. Trans. 
[1764], p. 370—418) mit der Beurteilung der Wahrscheinlichkeit von Ursachen 
beschäftigte. Die Aufstellung und Begründung der diesen Teil der Theorie be- 
heiTBchenden Sätze verdankt man Laplace (Theorie analjt). 
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C/i enhält c^ Kugeln, darunter a^ weiße; 

V /^ n ' 

^2 n ^2 ?? w "'S >?. ? 

man hat aus einer der ümen eine Kugel gezogen und sie weiß ge- 
funden. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel aus der 
Urne ü^ stamme ?'' 

Für das beobachtete Ereignis gibt es n mögliche Entstehungs- 
modi oder Ursachen, dargestellt durch die n Urnen; die Ursachen 
sind a priori, d. h. vor der Ziehung, gleichmöglich, weil für jede Urne 

die Wahrscheinlichkeit — besteht, daß man sie wählen werde. 

Um die Lösung der Aufgabe auf die Bestimmung einer Wahr- 
scheinlichkeit im bisher geläufigen Sinne zurückzufuhren, gestalten wir 
die Bedingungen folgendermaßen um. 

Zunächst bringen wir die Urnen auf gleiche Kugelzahl, ohne das 
MischungsverhälMis in Ansehung der weißen Kugeln zu ändern. Ist t; 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (oder ein Vielfaches) der 
Zahlen q, Cj, • . . c^, und ist 

t; = y^Ci = ^'aCg = • . . = y„c„, (1) 

so enthalten die Urnen je v Kugeln und darunter 

weiße. 

Nun dürfen, ohne daß die ursprüngliche Gleichmöglichkeit der 
Einzelfälle gestört würde, die Inhalte der Urnen in einer Urne V 
vereinigt werden; vorher jedoch sollen die Kugeln jeder Urne mit 
der gleichen Nummer versehen werden, welche die Urne trägt, um 
sie auch jetzt noch nach ihrer Abstammung unterscheiden zu können. 

Die ursprünglich gestellte Frage ist jetzt identisch mit der folgen- 
den: Eine aus der Urne U gezogene Kugel war weiß; wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß sie mit der Nummer i bezeichnet sei? 

Aber auch diese Frage kann vermöge des Umstandes, daß die 
Farbe der gezogenen Kugel bekannt ist, durch eine andere ersetzt 
werden: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne V', ia 
die man aus ü nur die weißen Kugeln gelegt hat, eine Kugel mit 
der Nummer i zu ziehen? 

Und die Antwort hierauf ist auf Grund der Wahrscheinlichkeits- 
definition gegeben durch: 



^.— 



r,«, 



Ersetzt man die y durch ihre Werte aus der Relation (1), so wird 
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a. a. 

P.= ! =, i 5 

t;^ + ,;^«+... + t;^ «i + «« + ...+ ^' 
Ci C, C^ Cj c, c^ 

nun ist aber — «= j^,. die Wahrscheinlichkeit, ans der Urne U^ eine 

weiße Kugel zu ziehen; demnach ist schließlich die Lösung für das 
ursprünglich gestellte Problem: 

Abstrahiert man von dem zugrunde gelegten ürnenschema, so 
ergibt sich , der einfachste Ausdruck des Bayesschen Prinzips in dem 
folgenden ^atze: 

„Wenn ein beobachtetes Ereignis E mehreren a priori gleich- 
möglichen Ursachen zugeschrieben werden kann, jedoch so, daß eine 
von ihnen notwendig wirksam war, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
die Ursache V^ es war, gleich der Wahrscheinlichkeit, mit welcher 
das Ereignis aus ihr zu erwarten ist, geteilt durch die Summe der 
auf alle Ursachen bezogenen Wahrscheinlichkeiten dieses Ereignisses.^' 
Eine besonders durchsichtige Darstellung erhält der Satz durch 
Heranziehung des BegriflFs der relativen Wahrscheinlichkeit; denn alle 
in (2) vorkommenden Buchstaben bedeuten relative Wahrscheinlich- 
keit, u. zw. 
p,. die Wahrscheinlichkeit von E unter der Voraussetzung, daß f/,. 

wirksam ist, also ^Ui{E)} 
P,. die Wahrscheinlichkeit von TJ^ unter der Voraussetzung, daß E 
eingetreten ist, also ^EiU^'t 
infolgedessen kann (2) in der Gestalt geschrieben werden: 

3B^(f/.)«_^^-. (2*) 

Hieraus ergibt sich die Bemerkung, daß die Wahrscheinlichkeit 
einer Ursache proportional ist der Wahrscheinlichkeit, welche sie dem 
beobachteten Ereignis verleiht; daraus folgt weiter, daß die größte 
Wahrscheinlichkeit jener Ursache zukommt, aus welcher unter allen 
das beobachtete Ereignis mit der größten Wahrscheinlichkeit zu er- 
warten ist. Die Grenze dieses Zusammenhanges ist der Kausalneocus: 
Wo Ereignis und Ursache durch das Prädikat der (gegenseitigen) 
Notwendigkeit miteinander verknüpft sind, ist aus der Existenz des 
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Ereignisses auch auf die Existenz der Ursache mit Sicherheit zi 
schließen. 

101. Theorem ▼on Bayes för den Fall^ daß die Ursache] 
a priori verschiedene Wahrscheinlichkeit besitzen, 

Es sei das folgende Problem zu lösen: „Eine Urne enthält c Kugeln 
davon sind c^ mit der Nummer 1 bezeichnet und a^ davon weiß; 
mit der Nummer 2 bezeichnet und a^ davon weiß usf. bis zur Nummer 
Es ist eine Ziehung gemacht und konstatiert worden^ daß die gezogen 
Kugel weiß ist. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie dil 
Nummer i trage?" 

Für das beobachtete Ereignis gibt es n Entstehungsmodi, dar^ 
gestellt durch die Gruppen gleichbezeichneter Kugeln; weil dies« 
Gruppen ungleich zahlreich sind, so bestehen a priori versehiedena 
Wahrscheinlichkeitsgrade der Ursachen. 

Mit Rücksicht darauf, daß die Farbe der gezogenen Kugel bekaaiA 
ist, kann die Aufgabe in eine andere umgewandelt werden, indetn man 
die Weißen Kugeln, in der Anzahl 

a = a^ + aj • • • + ö^„ 

vorhanden, ili eine andere Urne legt und nun die Frage niu^h der I 
Wahrscheiidichkeit stellt, daß ftin Zug eine mit der Nummer t be- 
zeichnete Kugel bringe. 

Diese Wahrscheinlichkeit ist aber 

p =» ?< = 



ihr Ausdruck läßt sich wie folgt umformen: 



e a 
i i 



Pi- 






? 



c c^ c c^ c c_ 

nun ist — = o^ die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel aus der mit der 

Nummer i versehenen Gruppe zu ergreifen, also die apriorische Wahr- 
scheinlichkeit der Ursache, um deren Wahrscheinlichkeit a posteriori 

gefragt wird, und — = i>^ die Wahrscheinlichkeit, i^elche diese Ursache 

dem beobachteten Ereignis verleiht. Die Lösung des gestellten Pro- 
blems ist also durch 

gegeben. 

Digitized by VjOOQIC 



ni. Abschsitt. Wahrscheinlichkeiten auf Grund der Erfahrung. 17& 

Das in der vorigen Nummer formulierte Theorem erfährt also 
eine Modifikation dahin^ daß die Wahrscheinlichkeit des beobachteten 
Ereignisses nach einer Ursache jedesmal mit der apriorischen Wahr- 
scheinlichkeit der Ursache multipliziert in die Formel eingeht.^) 

Man kann die Formel (3) auch so begründen. Es handelt sich 
um das Znsammentreffen des beobachteten Ereignisses und derjenigen 
Ursache, deren Wahrscheinlichkeitsgrad man bestimmen will. Faßt 
man dieses zusammengesetzte Ereignis zuerst so auf, daß die Ursache 
existent wird und durch sie das beobachtete Ereignis zustande kommt^ 
so schreibt sich seine Wahrscheinlichkeit: 

denn vor dem Versuch ist ro,. die Wahrscheinlichkeit der Ursache, 
welche dem beobachteten Ereignis die Wahrscheinlichkeit p^ erteilt. 
Stellt man sich dann auf den Standpunkt, daß, wenn das beobachtete 
Ereignis eintrat, dies infolge der Wirkung der betreffenden Ursache 
geschah, so ergibt iich für dasselbe zusammengesetzte Ereignis die 
Wahrscheinlichkeit: 

(cDii?i + cöji), + . . . + ai„2>„) Fi, 

denn (Oj j>i + oiji?, + • • • + cö„|}^ ist die Wahrscheinlichkeit, welche 
dem beobachteten Ereignis überhaupt, ohne Kenntnis der aktiven 
Ursache, eigen ist, und P^ die Wahrscheinlichkeit, daß dieses Ereignis, 
nachdem es eingetreten, der bezeichneten Ursache znauLschreiben sei. 
Aus der Gleichsetzung der beiden Ausdrücke ergibt sich wieder die 
Formel (3). 

Zu den relativen Wahrscheinlichkeiten in der Formel (2*) treten 
in dem gegenwärtigen Falle noch die absoluten Wahrscheinliclikeiten 
SB([7^ der Ursachen vor Bekanntwerden des beobachteten Ereignisses^ 
so daß die Formel (3) auch in der Gestalt 

2B(Ö.)aB^(^ 
äS^t^.)- n ' — (3*) 



^sb(ü;.)%.(^ 



geschrieben werden kann, aus der ihr logischer Inhalt unmittelbar 
hervortritt. 



1) K. Stumpf^ 1. c, p. 96, hat für die verschiedenen hier auftretenden 
WahneheinUchkeiten eine Nomenklatur Torgeschlagen : Er nennt co die vor- 
gängige Wahxscheinlickkeit, p den Erklämngswert, das Produkt to p. die ab- 
atrakte (i. e. von den übrigen Ursachen absehende) und P die konkrete Wahr- 
scheinlichkeit der betre£fenden Ursache. 
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102. Die versohiedenartige Natur der ITrsaclien. In den 

Problemen, auf welche die Ableitung der Baj esschen Regel gegründet 
worden ist, waren die möglichen Ursachen materiell existent, das eine 
Mal vertreten durch die verschieden gefüllten Urnen, das andere Mal 
durch die verschieden bezifferten Kugelgruppen in einer Urne. Wahr- 
scheinlichkeit einer Ursache bedeutete hier nicht die Wahrscheinlich- 
keit, daß sie existent sei, sondern daß das beobachtete Ereignis aus 
ihr hervorgegangen war. 

Anders liegen die Dinge in dem folgenden Problem, das für viele 
Fälle der Anwendung typisch ist: „Eine Urne enthält c Kugeln, die 
nur weiß oder schwarz sein können; über den Hergang der Füllung 
der Urne ist nichts bekannt. Dagegen weiß man, daß in s Ziehungen, 
wobei die gezogene Kugel jedesmal zurückgelegt und unter die andern 
gemengt worden ist, immer eine weiße Kugel erschienen ist. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Urne a) nur weiße, b) mehr 
weiße als schwarze Kugeln enthalte ?^^ 

Hier sind es die verschiedenen Annahmen, welche über das Ver- 
hältnis der weißen und schwarzen Kugeln in der Urne gemacht werden 
können, die man als die möglichen Ursachen des beobachteten Er- 
eignisses bezeichnet. 

Der hypothetische Charakter der Ursachen tritt hier deutlich 
zutage: nur eine der Ursachen, d. h. nur ein bestimmtes Füllungs- 
verhältnis kann existent sein; die Wahrscheinlichkeit einer Ursache 
kann hier als Wahrscheinlichkeit ihrer Existenz ausgelegt werden. 

In den Beispielen der Nrn. 100 und 101 konnte die Ursache als 
ein Ereignis, als ein Geschehen aufgefaßt werden: Greifen in die be- 
treffende Urne, Treffen der mit einer bestimmten Nummer versehenen 
Kugelgruppe. 

In dem gegenwärtigen Falle haben die Ursachen nicht die Be- 
deutung von Ereignissen, sondern die von hypothetischen Tatbeständen. 

Wenn hier aus dem vollständigen Nichtwissen über die Ent- 
stehungsweise der Urne die Gleichmöglichkeit aller Annahmen über 
das Füllungsverhältnis deduziert wird, so ruht die gleiche Wahrschein- 
lichkeit aller Ursachen auf einer andern Grundlage als in dem Bei- 
spiel der Nr. 100: dort war sie durch die Existenz und die äußerliche 
Gleichheit der verschieden gefüllten Urnen objektiv begründet; hier 
hat es nur eine logische Berechtigung, wenn aus dem völligen Nicht- 
wissen nach dem Prinzip des mangelnden Grundes auf die gleiche 
Zulässigkeit der möglichen FüUungs Verhältnisse geschlossen wird. 

Bei der Lösung selbst ist zu beachten, daß mit Rücksicht auf die 
vorliegende Erfahrung c Annahmen über die FüUung der Urne ge- 
macht werdien können, die enthalten sind in dem Schema: 

X weiße, c — k schwarze Kugeln (i = i, 2, -c); 
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diesen Annalimen entsprechen die Wahrscheinlichkeiten 

des beobachteten Ereignisses. 

Die Frage a) ist nach der Wahrscheinlichkeit der Existenz der 
letzten Füllung gerichtet und hat 



(:-)'+(i)'+ ■+(7)' ■'+^+ ■+'• 

zur Lösung. 

Die Frage b) ist nach einer vollständigen Wahrscheinlichkeit ge- 
richtet und daher durch die Summe der P^ beantwortet, in welchen 
k größer als c — X ist; daher hat man: 
ffir ein gerades c: 

(l+.y+(l+.y+...+c- 

für ein ungerades c: 

So wäre beispielsweise für c = 5 und 5 = 4: 

p __ ö* Ö25 _ ^ ^o^ . 

^6 ■" r* + 2* + 3* + 4*+5* "" 979 "" ^^^^»^ ? 

_ 3^ + 4^ + 5^ _ 962 _r.gu96 

^ -l* + 2* + 3* + 4*+5*'"979"'^'^®'^^- 

Während nach der obigen Fassung von dem Inhalte der Urne 
außer der Gesamtzahl der Kugeln nichts bekannt war, nehmen wir 
jetzt an, derselbe sei so entstanden, daß man aus einer Hilfsume mit 
a weißen imd ß schwarzen Kugeln c-mal zog (die Kugel zurücklegend) 
und in die zu bildende Urne jedesmal eine Kugel von der Farbe der 
gezogenen einlegte. 

Die c F'üllungsmodi haben nun a priori verschiedene Wahrschein- 
lichkeit; allgemein kommt der Annahme, daß l weiße und c — Ji 
schwarze Kugeln vorhanden sind, die Wahrscheinlichkeit 

zu, mit welcher zu erwarten war, daß aus der Hilfsurne A-mal weiß 
und c — A-mal schwarz gezogen werde. 

Ozaber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. I. 2. AufL DiQ?t?ed by CjOOQiC 
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Hiemach ist bei diesem Stande des Wissens 



P.- 



f^cPi 



cJfo 



nnd 

c 
1 

W9 X = — + 1 oder ^"T , je nachdem c gerad oder ungerad ist. 

Der Erkenntniswert dieser Wahrscheinlichkeiten ist größer als im 
vorigen Falle^ weil sie sich anf ein umfangreicheres Wissen gründen. 

Mit den früheren Werten c — 5 und 8 = 4 und mit a = 2, /J =» 1 
findet man: 

^5 6 . 2 . 1* + 10 . 2» . 2* + 10 . 2» . 8* + 6 . 2*. 4*+ 2». ö* 4761 ^^^^^ 

^ = i?S = 0,9863. 

103. Theorem von Bayes bei einer unbegrenzten Menge 
möglicher Ursachen. 

Diejenige Form, in welcher die Frage nach der Wahrscheinlich- 
keir einer speziellen Ursache oder eines Ursachenkomplexes für ein 
beobachtetes Ereignis in den Anwendungen am häufigsten sich ein- 
stellt^ läßt sich aus dem folgenden Schema entnehmen. 

„Der beobachtete Erfolg E bestehe in dem m-maligen Eintreffen 
und dem n-maligen Ausbleiben eines Ereignisses @ in s ^^ m -^-n 
Versuchen, dem von vornherein jede Wahrscheinlichkeit zwischen 
und 1 zugeschrieben werden kann. Über die Umstände, welche auf 
diese Wahrscheinlichkeit Einfluß haben, sei entweder gar nichts be- 
kannt, so daß man genötigt ist, allen Werten aus dem bezeichneten 
Intervall gleichen Möglichkeitsgrad beizulegen, oder aber es bestehe 
nach dieser Richtung ein solches Wissen, daß man den Wahrschein- 
lichkeitsgrad jedes Wertes a priori anzugeben imstande ist" 

Die Annahme eines Wertes x für die Wahrscheinlichkeit von ® 
ist hier als eine Ursache des beobachteten Ereignisses aufzufassen; 
es gibt also der Ursachen eine unendliche, nicht abzählbare Menge, 
weil die Menge der reellen Werte in einem Intervall von der Mächtig- 
keit eines Kontinuums ist. Mit der Supponierung eines Wertes x ist 
aber eine Hypothese über die Natur der zugrunde liegenden Umstände 
in der Regel nicht gemacht-, nur ein allgemeines Bild ist hierfür ge- 
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schaffen^ indem mau sagen kann, es verhalte sich liiit dem Ereignis 
in bezug auf seine Verwirklichungsmöglichkeit so, wie mit dem Ziehen 
einer weißen Kugel aus einer Urne, die mit einer unendlichen Menge 
weißer und schwarzer Kugeln in dem durch die Zahl x gekenn- 
zeichneten Mischungsverhältnis gefüllt ist. Die Menge der Kugeln 
muß als unendlich vorausgesetzt werden, damit das Mischungsverhältnis 
jedes Wertes fähig sei. 

Für das beobachtete Ereignis entspringt aus x die Wahrschein- 
lichkeit 

"B^iE) » aS^(e"»@«) - y == o;'" (1 - o;)»; 

mithin wäre bei gleicher apriorischer Wahrscheinlichkeit aller Werte 
von X die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des besonderen Wertes 
X gleich 



Aber ein solcher Ausdruck ist unausführbar, da die Summe im Nenner 
sich über alle Werte des Intervalles (0, 1) zu erstrecken hätte; er 
zeigt nur die von vornherein erkennbare Tatsache an, daß die Wahr- 
scheinlichkeit eines individuellen Wertes x von Null nicht zu imter- 
scheiden ist. 

Hier ist also eine Modifikation der Fragestellung notwendig, und 
diese soll darin bestehen, daß man nicht um die Wahrscheinlichkeit 
eines einzelnen Wertes, sondern um die Wahrscheinlichkeit p^^ eines 
Wertes aus dem Intervall (XyX + dx) fragt; diese wird der Größe dx 
des IntervaUs und dem zugehörigen Werte von y, der in dem Inter- 
vall als konstant erachtet werden kann, proportional, also durch 

xydx 

darstellbar sein; bemerkt man, daß die auf alle Intervalle bezogene 
Summe dieser Ausdrücke notwendig den Wert 1 hat, weil ein Wert 
existent sein muß, so folgt aus der Gleichung 

1 

X I ydx = 1 



för X die Bestimmung: 



1 



1 ^ 



Jydx 



imd hiermit ergibt sich für die beschriebene Wahrscheinlichkeit der 
Ausdruck: ^ 1 
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Jydx 


Die Wahrscheinlichkeit; daß x in ein endliches InterTall (6y ff) 
falle, ist daraus 

Jydx 
P^\-- (5) 

Jydx 



In dem Falle, daß man die Wahrscheinlichkeit a priori eines 
Wertes x anzugeben imstande ist — sie heiße tv und wird eine 
Funktion von x sein — erfahren die Formeln (4), (5) eine ähnliche 
Änderung, wie sie sich bei dem Übergange von (1) zu (2) ergeben 
hat; und gehen über in: 

P.= T— , (6) 

jwydx 



e' 
jwydx 

p»S — (') 

jwydx 



Will man, um die Formeln (4) bis (7) unmittelbar versiändlich 
zu machen, die Bedeutung der darin auftretenden Buchstaben sym- 
bolisch zum Ausdruck bringen, so bedarf es nur der Vereinbarung, 
daß unter SB(a, h) die Wahrscheinlichkeit gemeint sein soll, es falle x 
in das Intervall (a, h). Alsdann läßt sich das Ergebnis dieser Nummer 
in die Formeln zusammenfassen: 

m{x, x + dx) = -^(^>^ , (4«) 



»' 
JfßxiE) dx 
<B{6,e')^\ , (5») 
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e' 

J'm{x)m^{E)dx 

®(e,e') = '-i (7*) 

Jmx)^^{E)dx 



104. Die wahrscheinlichste Hypothese. Die wahrschein- 
lichste Hypothese über die bedingenden Umstände des beobachteten 
Ereignisses ist durch jenen Wert von x gekennzeichnet^ welcher p^y 
d. h. welcher y, beziehungsweise wy zum Maximum macht. Man 
nennt diesen Wert — er heiße a — die Wahrschdtdiclikeit van (S 
nach der wahrscheinlichsten Hypothese, 

Aus y = ä;"*(1 — xf ergibt sich durch Nullsetzen des DifFerential- 

quotienten die Bestimmung 

m m 

a = — j — = -: 

hiernach berechnet sich der maximale Wert von y: 

Wir wollen nun das Verhalten von y in der Umgebung des 
Maximums imter der Voraussetzung prüfen^ da£ s eine große Zahl ist, 
und setzen zu diesem Ende 

wodurch 

l — a; == 

s 

und 

wird. Je kleiner i?, um so eher darf die Entwicklung 

bei der zweiten Potenz dieses Arguments abgebrochen werden; es 
wird dann 



2inn 
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und somit 

= e ; 

bei Berücksichtigung der Glieder mit z^ träte im Exponenten das 

Glied r~ t t ^ hinzu, das im Vergleich zu dem beibehaltenen auf 

den Wert der Exponentialgröße nur unerheblichen Einfluß nimmt. 
Der Ansatz 

y^Me ''"" (8) 

zeigt nun, daß y in der Umgebung von a anfangs langsam, bald aber 
sehr rasch abnimmt und Werte erlangt, die im Vergleich zu M 
außerordentlich gering sind. 2ur Erläuterung dieser Angaben möge 

folgendes dienen: Für m = 300, n = 200, {s - 500) ist « = |, und 
es findet sich, daß 

fiir^ = ±ji^ y = 0,90107 iff, 

„ ,; = ±T^ „« 0,073965 Jf, 

„ .-±^ „ = 0,000029929 iff, 

„ „ = ± y >, =- 0,00000000000000000080241 Jf. 

Wenn auch die Rechnung bei so großem z nicht mehr scharf genug 
ist, so zeigt sie doch, daß Annahmen über Xj die nur einigermaßen 
von der wahrscheinlichsten Annahme a abweichen, im Vergleich zu 
dieser eine überaus gelinge Wahrscheinlichkeit für sich haben. 

Was den Maximalwert M von y selbst betrifft, so ist er außer- 
ordentlich klein und im vorliegenden Falle erst an der 147. Dezimal- 
stelle mit einer bedeutsamen Ziffer besetzt. 

Mit diesem Verhalten steht die Funktion y in einem gewissen 
Gegensätze zu der Funktion af e~*, welche wir in Nr. 12 unter der 
Voraussetzung eines großen n betrachtet haben. 

105. Beispiel XLIX. In eine Urne wurden c Kugeln, weiße 
tmd schwarze, durch Auslosung mit einer Münze evngebrcuM: so oft 
Wappen fiel, wurde eine weiße, so oft Schrift fiel, eine schwarze Kugd ein- 
gelegt Eine darauffolgende Ausführwng von s Ziehungen, wobei die gezogene 
Kugd zurückgdegt worden, ergab m weiße und n schwarze Kugdn, Wdches 
ist die wahrscheinlichste Hypothese über die Zusammensetzung der Urne? 

Voi^ausgesetzt wird, daß c und s große Zahlen bedeuten. 

Unabhängig von jeder Rechnung können hier gewisse Erwägungen 
angestellt werden. Auf Grund des Entstehungsmodus der Urne, welcher 
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das Yorgängige Wissen darstellt, wäre ^ die wahrscheinlichste An- 
nahme über die Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen einer weißen 
Kugel. Aus der gemachten Erfahrung allein ergäbe sich hierfür - • Sollen 

beide Momente bei der Feststellung der wahrscheinlichsten Hypothese 
zusammenwirken, wie das die Natur der Sache fordert, so wird ein 

Wert zwischen -^ und ~ zu nehmen sein, falls nicht vielleicht 

2 8 

= — ist. Bei der Entscheidung der Frage, welchem Ton den beiden 

Werten man näherrücken soll, wäre auf die Umfange der Versuchs- 
reihen Rücksicht zu nehmen, durch welche einerseits die Füllung der 
Urne, andrerseits die Beobachtungsreihe zustande kam. Niemand würde 
Anstand nehmen, wenn beide Reihen gleich umfangreich waren (c = .9), 

den wahrscheinlichsten Wert in die Mitte zwischen -r- und — zu ver- 

2 8 

legen; ein Überwiegen des c würde das Vertrauen zu — , ein Über- 

wiegen des s das Vertrauen zu — erhöhen und ein Näherrücken an 

diesen Wert rechtfertigen. 

Sehen wir nun zu, welche Antwort die Rechnung gibt. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß in die Urne statt y weiße Kugeln 

c 
deren — — l kommen, ist (s. Nr. 75) proportional 

ist dem so, dann ist -^r die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen 

einer weißen, - -\ die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer 

' 2 ' c 

schwarzen Engel und 



ii -iTd+ir 



die Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses. Setzt man 
— = ;ef, so entspricht 

1 

der wahrscheinlichsten Hypothese, wenn für a derjenige Wert gesetzt 
wird, der 
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zu einem Maximum macht. Die Bedingung dafür ist: 

A m . n f. 

— 4cz - -j h ~ 0; 

2 2 

sie kann^ da z nur als ein kleiner echter Bruch zu vermuten ist, 
angenähert durch die folgende ersetzt werden: 

- 4cjs - 2m(l + 2z) + 2n(l - 2z) = 0; 

daraus berechnet sich 

n — m 



und 



Jl _ c + 2m 

— — 5«= 2(c"-f s)' 



Dies ist aber das arithmetische Mittel aus -r- und - , wenn man diesen 

2 8 

Zahlen die Gewichte c und s beilegt; denn 

2 ' 8 c+2w 



c + « 2(c+«) 

Die Rechnung bestätigt also die allgemeinen Erwägungen voll- 
inhaltlich. 

106. Vmkehning des Bemonllischen Theorems. Während 
das Bern o Ulli sehe Theorem die Erwartungsbildung für eine große 
Anzahl vorzunehmender Beobachtungen oder Versuche regelt, wenn 
die Wahrscheinlichkeiten für die dabei in Betracht kommenden, ein- 
ander ausschließenden Ereignisse E, E bekannt sind und durch die 
Dauer der Versuche unverändert bleiben; so gestattet umgekehrt das 
Theorem von Bayes unter gewissen Voraussetzungen, aus dem Er- 
gebnis einer ausgedehnten Beobachtungsreihe einen Schluß zu ziehen 
auf die unbekannten Wahrscheinlichkeiten der beteiligten Ereignisse; 
selbstverständlich kann dieser Schluß nur in einem Wahrscheinlich- 
keitsurteil bestehen. Vorausgesetzt wird dabei Unveranderlichkeit der 
bedingenden Umstände während der Beobachtungen und gleiche apri- 
orische Wahrscheinlichkeit der möglichen Hypothesen. 

Der beobachtete Erfolg bestehe in dem m-maligen Eintreffen eines 
Ereignisses E und in dem n- maligen Eintreffen des entgegengesetzten 
Ereignisses E in m + w = 5 Versuchen; die unbekannten, zur Einheit 
sieh er^mzenden Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse seien p, q. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß p zwischen die Grenzen 6 und 

— h ö falle, von seinem wahrscheinlichsten Werte — also höchstens 

S ' 8 
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um 6 nach der einen oder andern Seite abweiche, ist nach Formel (5), 
Nr. 103, gleich 



j yäa 






1 > 



jydx 



darin y — af"(l — o;)* gesetzt 

Für das Integral im Nenner ergibt sich durch Anwendung par- 
tieller Integration leicht: 

1 

j;-(i-.)-^^=^^-^,^, (9) 



In dem Zählerintegral setze man 
es geht dadurch über in 

— e 

wofür unter der Voraussetzung, daß die Grenzen des Integrals ge- 
nügend eng seien, nach den Entwicklungen der Nr. 104 mit großer 
Annäherung 



tv r 2 



dz 



geschrieben werden kann. 

Mit dieser Umgestaltung und Approximation wird 



min! s* J 

— 9 



Wendet man auf die Fakultäten die Stirlingsche Formel an, so 
ergibt sich: 

mini ^ "•" ^ m"'nT'^%y^mn^ mT'fC'yinmn^ 
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wofQr, je größer Sy mit um so größerer Amiahenmg 

substituiert werden kann. 

Dann aber lautet P wie folgt: 



V^J' 



imn , 



fährt man hierin die neue Variable t ein^ 



V: 



2mn 



setzend, und bezeichnet öl/-* — mit y, so gelangt man zu dem 

Satze: 

,,Es ist mit der Wahrscheinlichkeit 



/ 






zu erwarten, daß die unbekavmte Wahrscheinlichkeit p des Ereigyiisses E 
zwischen den Grenzen 

7-yy-i^ und - + y|/-^ (11) 

Da das Intervall der Grenzen, 2yT/-^, von der Ordnung Tjr 

ist, weil m, n im allgemeinen von der Ordnung der Zahl s sind, so 
konvergiert es, wie groß auch y^ d. h. wie nahe auch P der Einheit 
angenommen wird, mit wachsendem s gegen Null. Man kann also 
die Zahl s der Beobachtungen so groß wählen, daß mit einer der 
Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf, die 
unbekannte Wahrscheinlichkeit p*) liege innerhalb beliebig eng fest- 
gesetzter Grenzen. In diesem Ausspruche liegt die Umkehrung des 
Gesetzes der großen Zahlen. 

Sowie imter der Voraussetzung, daß die Wahrscheinlichkeit p 
von E bekannt sei, von wahrscheinlichen Grenzen der relativen Häufig- 
keit - von Ems Versuchen und von einer Präzision der Versuchs- 

8 



1) Gleichgültig, ob bb eine elementare oder eine Durchschnitts wahrschein- 
lichkeit im eigentlichen Sinne ist. (Vgl. Nr. 97.) 
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reihe gesprochen wurde, so kann auch hier von wahrscheinlichen 
Grenzen der tM^hantUen Wahrscheinlichkeit p Ton E und von der 
Präzision ihrer Bestimmung durch die Versuchsreihe die Rede sein. 
Es sind nämlich im Sinne der Ausführungen von Nr. 79 



- 0,476936 ]/'|5 und ^ + 0,476936 j/'-J^ 



die wahrscheinlichen Grenzen von p, d. h. die Grenzen, innerhalb deren 
sein Wert mit der Wahrscheinlichkeit P = — zu erwarten ist, und 
nach Nr. 85 ist . 



■V: 



_ 

2mn 



die Präzision der durch die Erfahrung gewonnenen Bestimmung 

für p. 

Zur Ausfahrung der hier auftretenden Rechnungen bedient man 
sich der Tafel I. 

Es handle sich beispielsweise um die folgende Frage: Aus einer 
Urne, welche 1000000 Kugeln enthält, weiße und schwarze in unbe- 
kanntem Mischungsverhältnis, sind 800 Kugeln gezogen worden^); da- 
von waren 320 weiß und 480 schwarz; wie groß ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß das Verhältnis der Anzahl der weißen Kugeln zu ihrer 
Gesamtzahl, dessen wahrscheinlichster Wert auf Grund der Beobach- 
tung -T- ist, zwischen die Grenzen — und — falle? 

Wiewohl hier x, die hypothetische Wahrscheinlichkeit für das 
Ziehen einer weißen Kugel, nicht aUer Werte zwischen und 1 fähig 
ist, so sind die möglichen Werte doch so dicht, daß man bei der 
Fiktion, x sei eine stetige Variable, verbleiben darf. 

Aus dem Ansatz 



■V 



2 320 . 480 



800« 40 

berechnet sich y = 1,0205; somit ist 

P-<&(1,0205) = 0,85104. 

Mit dieser Wahrscheinlichkeit ist anzunehmen, daß die Anzahl der 
weißen Kugeln in der Urne nicht unter 375000 und nicht über 
425000 betrage. 

107. Allgemeine Bemerkungen Aber die Wahrscheinlich- 
keiten von Ursachen. Man kann die Bedeutung einer a priori be- 



1) Für das numezische Endresultat wird es hier gleichgültig sein, ob man 
sich die Kugeln zurückgelegt denkt oder nicht. 
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stimmten Wahrscheinlichkeit mittels des Gesetzes der großen Zahlen 
illustrieren, indem man sagt, in einer großen Anzahl von Versuchen 
werde sich das Ereignis höchstwahrscheinlich nahezu in der durch 
seine Wahrscheinlichkeit ausgedrückten relativen Häufigkeit zutragen. 
Diese Deutung haben einige Philosophen^) geradezu als Grundlage 
für die Definition der Wahrscheinlichkeit genommen, mitunter aller- 
dings von einer prinzipiell mißverständlichen Auffassung des Ber- 
noulli sehen Theorems ausgehend. Zu einer gemeinverständlichen 
Erklärung einer numerischen Wahrscheinlichkeit ist diese Deutung am 
besten geeignet. 

Es entsteht nun die Frage: Lassen die Wahrscheinlichkeiten der 
Ursachen eine solche Deutung immer zu, nicht etwa bloß formell, 
sondern in berechtigter Weise? 

Wir wollen diese Frage an Beispielen erörtern. 

Aus einer Urne, von der man bloß weiß, daß sie vier Eugeln, 
die schwarz oder weiß sind, enthält, sind vier Ziehungen (mit jedes- 
maligem Zurücklegen der Kugel) gemacht worden und ergaben drei- 
mal weiß und einmal schwarz. Nach der Bay es sehen Regel ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß die Urne zwei weiße und zwei schwarze 
Eugeln enthalte, 

V» 1 

23* 



(D* 



m+ar^A^'i 



Läßt dieses Resultat in berechtigter Weise eine Deutung nach dem 
Gesetz der großen Zahlen zu? Darf man sagen: Wenn man sehr viele 
Urnen nimmt, deren jede vier Kugeln enthält, die nur weiß oder schwarz 
sein können; wenn man aus jeder vier Ziehungen in der beschriebenen 
Weise macht und dabei jene Urnen ausscheidet, welche dreimal weiß 

8 
und einmal schwarz ergaben, so werden nahe — von diesen Urnen 

mit zwei weißen und zwei schwarzen Kugeln gefüllt sein? 

Für diesen Schluß besteht kein innerer Grund, da man nicht weiß, 
wie die Urnen entstanden, d. h. wie sie gefüllt worden sind. Er hätte 
Berechtigung nur dann, wenn man wüßte, daß bei der Füllung alle 
möglichen Kombinationen, nämlich drei weiß, eine schwarz; zwei weiß, 
zwei schwarz; eine weiß, drei schwarz, gleichmäßig berücksichtigt 
worden sind. Ist dieses Wissen nicht vorhanden, dann kann der 
Schluß irreführen. 

Wir ändern nun dasselbe Beispiel dahin ab, daß wir als fest; 
stehend voraussetzen, die Urne sei durch Auslosung mit einer Münze 
entstanden derart, daß für Wappen weiß und für Schrift schwarz ein- 



1) J. StMill, A System ofLogic (1. Aufl. 1843); J. Venn, Logic of chance (1866). 
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gelegt wurde. Jetzt gibt die Bayessche Regel für dieselbe Füllung 
bei demselben beobachteten Ereignis die Wahrscheinlichkeit 



«)• 



9 



Dieses Resultat läßt eine objektiv begründete Deutung in dem obigen 
Sinne zu wie folgt: Wenn man eine sehr große Anzahl von Urnen 
in der beschriebenen Weise füllt; wenn man aus jeder vier Ziehungen 
macht und diejenigen Urnen beiseite stellt, aus welchen dreimal weiß 
und einmal schwarz zum Vorschein kam; so ist es sehr wahrschein- 

lieh, daß nahe -^ dieser Urnen mit zwei weißen und zwei schwarzen 

Engeln gefüllt sein werden. 

In den Fällen, wo das apriorische Wahrscheinlichkeitsgesetz der 
Ursachen bekannt ist, haben die nach der Bay es sehen Regel ermit- 
telten Wahrscheinlichkeiten dieselbe Berechtigung und Bedeutung, wie 
a priori bestimmte Wahrscheinlichkeiten. 

Wo jedoch die Kenntnis dieses Gesetzes mangelt und man ge- 
nötigt ist, den Hypothesen gleiche apriorische Wahrscheinlichkeit zu- 
zuschreiben, sind die Resultate nicht kritiklos hinzunehmen. Die 
schablonenhafte Anwendung der Bay esschen Regel kann hier zu Er- 
gebnissen führen, die keinen inneren Wert besitzen und gegen deren 
Anerkennung sich der gemeine Verstand sträubt. 

Indessen kann die mehrerwähnte Regel auch dann zu brauch- 
baren Resultaten führen, wenn die Annahme gleicher apriorischer 
Möglichkeit der Hypothesen zweifellos unbegründet ist; dies trifft zu, 
wenn der Rechnung sehr umfangreiche Erfahrungsdaten zugrunde ge- 
legt werden können, und erklärt sich aus dem Verhalten der Wahr- 
scheinlichkeit eines aus vielen Ereignissen zusammengesetzten Erfolges, 
in ihrer außerordentlich raschen Abnahme, sobald man sieh von ihrem 
Maximum nach der einen oder andern Seite entfernt, aber auch durch 
den Umstand, daß in den meisten Fällen innerhalb nicht zu weiter 
Grenzen eine Abstufung des Wahrscheinlichkeitsgrades der Ursachen 
a priori wirklich untunlich ist. Hier bildet die ausgebreitete Erfahrung 
trotz des Mangels vor^ngiger Kenntnisse eine zureichend feste Grund- 
lage für die Beurteilung des Wahrscheinlichkeitsgrades. 

Als Beispiel einer mißverständlichen Anwendung der Bayes sehen 
Regel kann die folgende Frage gelten: Mit einer Münze ist einmal 
geworfen worden, und es erschien Wappen; wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß die Wappenseite gegenüber der Schriftseite be- 
günstigt sei? 

Hat man nämlich keinen Grund, aus der Beschaffenheit der Münze 
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eine Ungleichheit der beiden Münzseiten betreffs ihrer Bealisierungs- 

möglichkeit zu vermuten, dann ist der Wahrscheinlichkeitsansatz — 

für beide innerlich, objektiv, so stark motiviert, daß die gemachte 
„Erfahnmg" gar keinen Einfluß üben kann. Ist aber Grund zu einer 
solchen Vermutung vorhanden, so wird die eine Erfahrung gewiß 
nicht für zureichend befunden werden, das Maß der Vermutung zu 
bestimmen. 

Stellte man sich auf den Standpunkt, daß mangels einer genaueren 
Einsicht alle Werte von bis 1 für die Wahrscheinlichkeit x der 
Wappenseite als gleichmöglich anzusehen seien, so er^be die Bayes- 
sehe Regel als Wahrscheinlichkeit für die Begünstigung dieser Münz- 
seite 

1 

Jxdx 

1 

y ^ 

1 — 4' 

jxdx 



ein Resultat, das durch sich selbst die ünzulässigkeit einer solchen 
Rechnimgsweise verrät. Sollte die eine Beobachtung eine so große 
Wahrscheinlichkeit für die erwähnte Hypothese begründen? 

In der Tat entspricht die Rechnung keineswegs dem Stande des 
vorhandenen Wissens. Wenn auch die Gestaltung der Münzseiten 
(das ungleiche Relief) die Vermutimg nahelegt, daß ihnen verschiedene 
Wahrscheinlichkeitsgrade zukommen dürften, so wird man doch keines- 
wegs zugeben, es könnte die Wahrscheinlichkeit einer Seite ebenso 

leicht — wie -g- oder -^ oder — usw. betragen, wie das die Rech- 
nung annimmt. Vielmehr wird der Sachverhalt der sein, daß man 
eine Abweichung innerhalb gewisser enger Grenzen für möglich, 
außerhalb derselben aber für ausgeschlossen hält; daß man femer 
innerhalb dieser Grenzen eine Abstufung des Möglichkeitsgrades vor- 
zunehmen sich außerstande fühlt. Zu einer begründeten Feststellung 
des GrenzintervaUs fehlt es aber an jeglichem Behelf. Indessen zeigt 
die Probe mit einer annehmbaren Hypothese, wie erheblich sich das 
Resultat der Rechnung durch diese Auffassung ändert. Angenommen, 
man würde nach einer Besichtigung der Münze eine Abweichung bis 

zu — für möglich halten, dann wäre das Intervall, innerhalb dessen x 

7 9 . -rrr 

sich bewegen kann, durch — und — begrenzt, und die Wahrschein- 
lichkeit der Begünstigung der Wappenseite, erschlossen aus dem an- 
gestellten Versuch, betrüge 
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f' 



16 

xdx 



1 32 

16 

xdx 



-5-0^31- 



1 

16 

In diesem Resultate wird man nichts Befremdliches mehr erblicken 
können, wenn überhaupt eine so geringe Erfahrung als zureichende 
Ghnndlage fiir eine Rechnimg erachtet wird. 

Wären neim Versuche gemacht worden und hätten alle das Re- 
sultat „Wappen" ergeben, so wäre dies schon ein erheblicher Grund, 
zu vermuten, die Wappenseite sei begünstigt; die erste Rechmmgs- 
weise gibt als Maß dieser Vermutung 



ß 



x^dx 



x^dx 





ß 



nach der zweiten ist es bloß 



ß 



9 
16 

x^dx 



8 

16 9^o_8i 



= 0,753 . 



910 jio ^} 



16 

fx^dx 

16 



> 



Nicht in den Ziffern, sondern in der mit dem gemeinen Verstände 
harmonierenden Tatsache liegt der erkenntnistheoretische Wert dieser 
Resultate, daß die erweiterte Erfahrung den Wahrscheinlichkeitsgrad 
der Vermutung erheblich vermehrt hat. 

108. Benrteiliing einer Abweichung eines beobachteten 
Erfolges vom erwartnngsm&ßigen. Der Erkenntniswert einer 
a priori angesetzten numerischen Wahrscheinlichkeit hängt von dem 
Grade der Sicherheit ab, mit welchem man von der Gleichmöglich- 
keit der EinzeKälle überzeugt ist. Der ideale FaU einer absoluten 
Sicherheit hierüber wird dort, wo es sich um eine physische Urteüs- 
p materie handelt, kaum jemals eintreten. Wäre er vorhanden, so be- 
I stünde auch kein Zweifel darüber, daß eine Abweichung, die ein 
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beobachteter Erfolg dem erwartungsmäßigen, d. h. dem wahrschein- 
lichsten gegenüber zeigt, und wäre sie noch so groß, dem Zufall, 
also den während der Beobachtung beständig yariierenden Umständen 
zuzuschreiben ist. 

Besteht jene absolute Sicherheit nicht, ist vielmehr für einen 
Zweifel an der Gleichmöglichkeit der Fälle Raum vorhanden, so über- 
trägt sich dieser Zweifel auch auf den Ursprung einer wahr- 
genommenen Abweichung, imd es tritt die Frage auf: Ist die Ab- 
weichung ein Werk des Zufalls oder ist sie in der Urteilsmaterie 
selbst begründet? 

Es liegt in der Natur der Sache, daß auf eine solche Frage 
niemals eine dezidierte Antwort wird zu geben sein. Sie kann nur 
zu Vermutungen Anlaß geben, und auch diese werden mit Vorsicht 
zu fassen sein. Wie weit kann hier die Rechnung zu Hilfe genommen 
werden? 

Vor allem ist zu bemerken, daß die beiden Sachverhalte, die in 
der gestellten Frage einander entgegengehalten sind, sich nicht gegen- 
seitig ausschließen; man kann nicht sagen, entweder ist die beobachtete 
Abweichung ein Werk des Zufalls oder sie rührt von einem Verhalten 
der Materie her, das von dem vorausgesetzten abweichend ist; viel- 
mehr wird sie fast ausnahmslos das Resultat des Zusammenwirkens 
beider Veranlassungen sein. Die Antwort wird daher auch nicht 
dahin lauten können, daß das eine von beiden eher anzunehmen sei 
als das andere. 

Jede Abweichung, mag sie noch so groß und ihre Wahrschein- 
lichkeit im Vergleich zur Wahrscheinlichkeit der Abweichung Null 
noch so klein sein, liegt im Bereich der Möglichkeit und hat daher 
an sich nichts Befremdendes. Aus einer Abweichung allein Schlüsse 
zu ziehen, wenn nicht schon a priori zu Vermutungen eine Veran- 
lassimg vorlag, hat logisch keine Berechtigung. Für eine wohl- 
begründete Rechnung fehlt es an den erforderlichen Daten. 

Wenn trotzdem Rechnungen in solchen Fragen ausgeführt worden 
sind, so konnte ihren Resultaten eine entscheidende Bedeutung nicht 
beigemessen werden: es konnte sich vielmehr dabei nur darum handeln, 
der schätzungsweisen Vermutung einigen Halt zu gewähren. 

Zur Erläuterung nehmen wir die von Poisson^) untersuchten 
Münzversuche Buffons auf. 

Mit einer Münze sind 4040 Würfe gemacht worden; 2048-mal — 
statt 2020- mal, wie es dem wahrscheinlichsten Falle entsprechen 
würde — ist Wappen erschienen. Was kann daraus in bezug auf die 
Beschaffenheit der Münze vermutet werden? 



1) Becherches etc., deutsche Bearbeitung p. 193 ff. Vgl. auch J. Bertrand, 
Calc. d. prob., p. 167 sq. 
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Ztmächst könnte man sich die Frage vorlegen, ob denn die be- 
obacMete Abweichung 28 im Zusammenhalt mit der Versuchszahl 
exorbitant zu nennen sei; imd um hierfür einen Anhalt zu haben, 
könnte man die Wahrscheinlichkeit rechnen, mit welcher eine Ab- 
weichung von 28 oder darüber zu erwarten ist. 

Aus dem Ansätze 



r =]/2 .mo-YY - 28 

berechnet sich 

y = 0,628; 
mithin ist 

P=<& (0,623) -=0,6217 

die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung bis zum Betrage 28, 

1-P= 0,3783 

die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung von 28 aufwärts. Man kann 
also eine Abweichung von 28 imd darüber nicht als etwas Außergewöhn- 
liches, höchst Unwahrscheinliches bezeichnen. Unter 1000 Versuchsreihen 
von je 4040 Würfen, ausgeführt mit exakten Münzen, hätte man gegen 
378-mal eine Abweichung zu gewärtigen, die über 28 hinausgeht. 

Man könnte sich femer auf den Standpunkt stellen, daß man 
über die ,^ünze" gar nichts wisse, und nun auf Grund der gemachten 
Beobachtung allein die Wahrscheinlichkeit suchen, welche der Hypo- 
these zukommt, die Wappenseite sei gegenüber der Schriftseite be- 
günstigt. Dies führt zu folgender Rechnung. 

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit der Wappenseite mit 

Y + ^7 die der Schriftseite demgemäß mit - — 0^ so handelt es sich 
um die Wahrscheinlichkeit, daß 1>y + ^>'2 — ^; ^^ß ^so zwischen 
den Grenzen und — enthalten sei; für diese ergibt sich auf Grund 
der vorliegenden Beobachtung der Ausdruck: 



Ai^-m-r^' 



/(l+'H! -')'"■■" 



Seine strenge Auswertung wäre wegen der großen Exponenten 
beschwerlich. Wir suchen daher einen Näherungswert für die Punktion 

Gzuber, WahTSOheinlichkeitsrechnung. I. 2. Aufl. 13 ^--^ t 

Digitized by VjOOQIC 



1^4 Erster Teil. WahrBcheinliclikeitfltiieorie. 

Z nnter deü beiden Integralzeichen, indem wir ihren Logarithmus wie 
folgt entwickeln: 

r Z= Z . g^ö + 2048Z . (1 + 2j?) + 1992r (1 - 2z) 

= ?• 24-0 + 112^ -SOSO^gr« . 

Die Natur von Z bringt es mit sich, daß es zu beiden Seiten seines 
Maximums, das sieh für ;? = 0,00693 ergibt, sehr bald außerordentlich 
rasch abnimmt, so daß nur ein enges Intervall um diesen besonderen 
Wert von z auf den numerischen Betrag von P, soweit er von Inter- 
esse ist, Einfluß hat; dies ist auch der Orund, warum man die Ent- 
wicklung mit der zweiten Potenz abbrechen kann. Durch den Über- 
gang 2ur Zahl selbst erhält man: 



Gf«. _J_pll2*-8080«» 

^ 94040^ 



und daraus: 



2 

P-A_ 

2 

_\_ 

2 

Während nun der Exponent an der Stelle z = 0,00693, wo die 
Funktion ihren größten Wert annimmt, 1,164 • • • beträgt, sinkt er 
bis zur oberen Grenze auf den Betrag — 1964 herab; infolgedessen 
hat es keinen Einfluß auf die maßgebenden Ziffern von P, wenn man 
das Integral bis oo erstreckt; ähnliches gilt bezüglich der unteren 
Orenze des Nennerintegrals, so daß man schreiben kann: 

00 

P^^ 

-*■ CO 

r^lliZ-BOfiOZ-^^g 

— 00 

00 

^118^-8080«»^^ 



Allgemein ist 



r^lliZ-60S0z^^g_^ Tg- 118*- 8080*»^^ 
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6 



=- i eAJe-^dt +fe-*'dt 1 

'o 

und analog ergibt sich 

Durcli Anwendung dieser Formeln auf den obigen Ausdruck er- 
halt man mittels der Tafel I: 

p_ 1 f ^(0,6229) ^ 1,62162 ^ ^ g^^g 

Diesem Resultate gegenüber bat der Einwand, daß es unter der 
Annahme entstanden ist, als seien alle Werte zwischen und 1 für 
die Wahrscheinlichkeit einer Münzseite gleich zulässig, keine Berechti- 
gung; in Wirklichkeit haben nämlich auf die abgeleiteten Ziffern nur 
die Werte eines engen Intervalls um ^gr = 0,00693 Einfluß. 

Wie kann das Resultat im Sinne des Gesetzes der großen Zahlen 
gedeutet werden? 

Wenn man mit einer ungeheuren Zahl von Münzen verschiedensten 
Gepräges Versuche machte, mit jeder 4040; wenn man diejenigen aus- 
schiede, bei welchen sich 2048-mal Wappen ergab, so wäre man be- 
rechtigt zu erwarten, daß auf je 1000 dieser Münzen nahe 810 solcher 
Exemplare kämen, bei denen die Wappenseite begünstigt ist; bei den 
übrigen 190 wäre jenes Resultat eingetroffen, obwohl sie exakt oder 
zugunsten der Schriftseite unregelmäßig sind. 

Eine Verifikation dieses Schlusses aber ist, auch wenn es möglich 
wäre, die hinreichende Menge von Versuchsreihen anzustellen, untun- 
lich; denn es gibt kein Mittel, die Wahrscheinlichkeit der beiden 
Seiten einer Münze durch ein physikalisches Verfahren zu bestimmen. 

Man kami das Ergebnis der Rechnimgen wohl nicht anders als 
dahin zusammenfassen, daß die beobachtete Abweichung auch bei 
einer exakten Münze nichts Ungewöhnliches bedeuten würde, daß sie 
aber auch der Vermutung einer Unregelmäßigkeit der Münze zu- 
gunsten der Wappenseite einen erheblichen Wahrscheinlichkeitsgrad 
verleiht. 
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§ 2. WalLTscheiiiliclLkeit 
künftiger Ereignisse auf Omnd von Beobachtongen. 

109. Aposteriorische Wahrscheinlichkeit eines sn ge- 
wftrtlgenden Ereignisses. Eine aus Yersuclien oder Beobach- 
tungen für ein zufälliges Ereignis abgeleitete Wahrscheinlichkeit wird 
als empirische oder als ErfahrungswahrscJieinlichlceit bezeichnet. Die 
Theorie bietet zwei Methoden ihrer Bestimmung dar. 

Die eine Methode besteht darin, daß man dem Ereignis diejenige 
Wahrscheinlichkeit zuschreibt, welche sich aus der wahrscheinlichsten 
Hypothese über das beobachtete Ereignis dafür ergibt. Man nennt 
diese Wahrscheinlichkeit die nach der wahrscheinlichsten Ursache be- 
stimmte. Ihre Berechnung erfordert die Anwendung der Bayesschen 
Regel. 

Die andere Methode besteht darin, daß man aUe Hypothesen, die 
mit dem beobachteten Ereignis vereinbar sind, bei der Bestimmung 
der Wahrscheinlichkeit des künftigen Ereignisses mitwirken läßt, jede 
entsprechend dem Grade ihrer eigenen Wahrscheinlichkeit. In diesem 
Falle spricht man von einer Wahrscheinlichkeit a posteriori im be- 
sonderen. 

Vom theoretischen Standpunkte wäre die zweite Methode vorzu- 
ziehen, weil sie auf alle möglichen Ursachen Rücksicht nimmt, während 
die erste sich auf eine bestimmte unter ihnen allein stützt. Bei um- 
fangreichen Erfahrungsreihen, wie solche in den praktischen Anwen- 
dungen zumeist vorliegen, liegen die Resultate beider Methoden so 
nahe beieinander, daß es wohl gleichgültig bleibt, welches von beiden 
man wählt. Zumeist wird hier unter der empirischen Wahrschein- 
lichkeit die nach der wahrscheinlichsten Hypothese gerechnete verstanden. 

Das erste Verfahren bedarf keiner Erläaterung mehr. 

Die Bestimmimg der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit besteht 
in einer Anwendung der Sätze von der zusammengesetzten und der 
vollständigen Wahrscheinlichkeit. 

Sei E das beobachtete Ereignis, das sich aus den einfachen, ein- 
ander entgegengesetzten Ereignissen @, @ irgendwie zusammensetzt; 
dasselbe lasse die Ursachen [/^(i = 1, 2, ••• w) zu, deren apriorische 
Wahrscheinlichkeiten co^ (i = 1, 2, • • • w) sein mögen; p^ sei die Wahr- 
scheinlichkeit, mit welcher E aus der Ursache U^ zu erwarten ist, 
und P,. die aposteriorische Wahrscheinlichkeit dieser Ursache; endlich 
bezeichne p^ die Wahrscheinlichkeit, welche die Ursache U^ dem 
künftigen (ebenfalls aus @ und @ zusammengesetzten) Ereignisse F 
verleiht. 

Dann ist 

n^p,p, + p,p,+ -.. + p„p„ (12) 

die vollständige, aus der Erfahrung gefolgerte, also die Wahrschein- 

..gitizedby Google 



m. Abschnitte Wahwcheinlichkeiten axif Grund der Erfahrung. 197 

lichkeit a posteriori von F'^ denn P^ ist die aus der Erfahrung E 
abgeleitete Wahrscheinlichkeit, daß die Ursache TJ^ vorlag, und wenn 
sie vorlag und wenn bei dem künftigen Ereignis die nämliche Ursache 
aktiv ist wie bei dem beobachteten, so ist F mit der Wahrscheinlich- 
keit Pi zu erwarten; folglich ist P^p^ die Wahrscheinlichkeit, daß F 
durch die Ursache f7i zustande kommt usw. 

Nach dem Theorem von Bayes (Nr. 101) ist 

folglich ist, durch die einfachsten Rechenelemente ausgedrückt: 

n 

n=\ (13) 

1 

Waren die Ursachen von vornherein gleichmöglich, also «Ji=Og = 
• • • «„, so vereinfacht sich die Formel und laatet: 

n=-h-- (14) 

1 

Die ganze Darstellung gewinnt an Durchsichtigkeit, wenn man 
sich des BegriflFs der relativen Wahrscheinlichkeit bedient. Man kann 
unmittelbar den Ansatz bilden: 

^e{F) = ^e{Ü,F) + ^e{U,F) + . . . + ^E{UnF), 

der besagt, F könne mit einer der Ursachen zusammentreflFen, immer 
unter der Voraussetzung, daß E eingetroffen sei. Nun ist allgemein 

mE(UiF)^^E{Ui)^u,{F) 

und nach Formel (3*) in Nr. 101 

^Em^ n . 

daher endgültig 

mE{F)^-^—^ , (13*) 

übereinstimmend mit dem Inhält der Formel (13). 
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Ist die Wahrscheinlichkeit x von @ aller Werte des stetigen Be- 
reiches (0, 1) fähig, so stellen sich die früher mit (o, p, p bezeich- 
neten Wahrscheinlichkeiten insgesamt als Funktionen von x dar und 
soUen nunmehr mit w, y, js bezeichnet werden, so daß to die aprio- 
rische Wahrscheinlichkeit von x, y die auf x basierende Wahrschein- 
lichkeit von E und z die aus x gefolgerte Wahrscheinlichkeit von F 
bedeutet. Die aposteriorische Wahrscheinlichkeit von F stellt sich 
dann in der Gestalt 

/ wyzdx 

^ = "-1 , (15) 

/ wydx 



und wenn w konstant ist, in der Form 

1 
Jyzdx 
77 = V- (16) 

Jydx 



dar. 

Die Bemerkungen, die in Nr. 107 über die Wahrscheinlichkeit 
der Ursachen gemacht worden sind, übertragen sich notwendig auch 
auf 77. 

Lediglich dazu, um den prinzipiellen Unterschied der beiden Be- 
stimmungsweisen der empirischen Wahrscheinlichkeit hervorzuheben, 
diene das folgende einfache Beispiel (vgl. Nr. 107). 

Aus einer Urne, die nur weiße und schwarze Kugeln, im ganzen 
vier, enthält, sind vier Ziehungen (mit Zurücklegung der Kugel) ge- 
macht worden; dreimal erschien eine weiße, einmal eine schwarze 
Kugel. Welche empirische Wahrscheinlichkeit folgt aus diesen Tat- 
sachen für das Ziehen einer weißen Kugel aus der Urne? 

Dem beobachteten Ereignis E (3 weiß, 1 schwarz) können drei 
Ursachen zugrunde gelegt werden, nämlich: 

ü^i 3 weiße, 1 schwarze Kugel, 
ü^: 2 „ 2 „ Kugehi, 
TT ' 1 S 

die Wahrscheinlichkeiten von E nach diesen drei Ursachen sind: 

■^1 "" W 4 "* 266' -^2 "" U/ ""256' -^8 "" \i) 4 "~ 256' 

die Wahrscheinlichkeiten der Ursachen selbst: 

P 5! P -1? P -i- 

^1 46V -^3—46? ^8— 46' 
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Das künftige Ereignis F ist das Ziehen einer weißen KugeL Seine 
WalirseheinKchkeit nach der wahrscheinlichsten Ursache {TJ^ ist 

J-0,75, 

seine Wahrscheinlichkeit a posteriori dagegen 



n 



27 3 . 16 1 . 8 1 ä9 
46 



I + 46-2+4-6-I = i6-0,630- 



HO. Hauptaufgabe fiber die aposterlorisohe Wahrsohein- 
liolikeit. Das beobachtete Ereignis E bestehe in dem m-maligen 
Eintreffen und dem w-maligen Ausbleiben eines Ereignisses @ von 
unbekannter^ a priori aller Werte gleichfähiger Wahrscheinlichkeit x. 
Das künftige Ereignis F bedeute das w'- malige Eintreffen und das 
f»'- malige Ausbleiben von @ in m' + n weiteren Beobachtungen. 

Die Bestimmung der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit 77 von F 
hat nach der Formel (16) zu erfolgen, und zwar ist darin: 

y - af-{l ~. x)% • z = f^'+/) ^*' (1 - xY 

zu setzen; denn das beobachtete Ereignis zeigt eine bestimmte Reihen- 
folge des Eintreffens und Ausbleibens von @, während bezüglich des 
künftigen diese Reihenfolge unbestimmt und gleichgültig ist; aber 
auch wenn man sich auf den Standpunkt stellen wollte, daß die erste 

Reihenfolge unbekannt sei, würde der Binomialkoeffizient \ J aus 
der Rechnung fallen. Hiemach hat man 

1 

Jx'^{l — xTdx 



Werden die Integrale nach der Formel (9), Nr. 106, ausgeführt, so 
ei^ibt sich für 77 der nur aus Fakultäten zusammengesetzte Ausdruck: 

^ {m'+n')\ {m + m')\ {n + n)\ {m + n -\- 1)! ,.-^. 

m'ln!(m + m'+n-t-n'+l)!mlwl ' ^^ ^ 

der bei großen Werten von m, w, rn, n mittels der Stirlingscheü 
Formel auszuwerten wäre. 

Durch die Annahnie m'= 1, w'= geht 77 in die aposteriorische 
Wahrscheirdidikeit des Ereignisses @ selbst über; diese beträgt also: 
1 
fx''''^^{l-x)''dx 

"- ' . --i^^ih- ■ (18) 

Jx'^il'^xTdx 
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Sie unterscheidet sich um so weniger von der Wahrscheinlichkeit nach 
der wahrscheinlichsten Hypothese, deren Wert — ^^ ist, je umfang- 
reicher die Erfahrung E ist. 

Unter der Voraussetzung, daß m + n eine sehr große Zahl ist, 
hat das Resultat (18) auch dann eine wohlbegründete Bedeutung, 
wenn die Voraussetzung der gleichen apriorischen Wahrscheinlichkeit 
aUer Werte von x nicht zutriflEt; wegen der außerordentlich raschen 
Abnahme der Funktionen unter den Integralzeichen, sobald man sich 

von den einander nahelieccenden Stellen — , , — und — -. — ihrer 

^ m -f- n-f- 1 m-f-n 

Maxima entfernt, wirken nämlich nur enge Intervalle um diese Werte 

auf den Betrag von 77 ein, und innerhalb dieser Intervalle wird es 

zumeist untunlich sein, eine Abstufung im Möglichkeitsgrade der Werte 

von X vorzunehmen. 

Setzt man in der Formel (17) m = m\ w = w', [m + w = s], so 

kommt man zu der Wahrscheinlichkeit eines künftigen Erfolgs, der 

mit dem beobachteten, was die Wiederholungszahlen des Eintreffens 

und Ausbleibens anlangt, vollständig übereinstimmt; ist s sehr groß, 

so ergibt sich für diese Wahrscheinlichkeit der Näherungswert 



ji-f/: 



nmn^ 



(19) 



bei demselben s ist dieses 77 um so größer, je mehr die Zahlen m, n 

voneinander verschieden sind; sein kleinster Wert ist —;=' ELatte 

yns 

man beispielsweise aus einer Urne unbekannten Inhalts in 10000 
Ziehungen 2000 -mal eine weiße und 8000 -mal eine schwarze Kugel 
hervorgeholt, so wäre gemäß der Formel (19) mit der Wahrschein- 
lichkeit — yz =- 0,0075024 zu erwarten, daß 10000 weitere Ziehungen 
dasselbe Resultat hervorbringen. 

Zu der Formel (19) ist folgendes zu bemerken. Wären — , - 

die bekannten Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen und Ausbleiben 
von @, so bestünde nach Nr. 74 die Wahrscheinlichkeit 



V' 






m n r 'znmn 

%8 

8 8 



dafür, daß in s^m + n Versuchen @ m-mal eintreffen und n-mal 
ausbleiben werde. Diese Wahrscheinlichkeit ist )/2-mal größer als 
die in Formel (19) imter andern Voraussetzungen berechnete. Der 

Grund dieser Abweichung liegt darin, daß dort — , — nicht die sicheren^ 
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sondern nur die wahrscheinlichsten Werte der Wahrscheinlichkeiten 
für @ nnd ® sind. 

111. Beispiel L. Eine Urne enthält 8 Kugdn, weiße und 
schwarze; 4 davon sind nach und na>ch herausgenommen worden, und 
es waren 3 weiß, 1 schwäre. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
von 3 weiteren Kugdn, die man sukzessive zieht, 1 weiß und 2 schwarz 
sein werden? 

Fünf Hypothesen sind mit der bekannten Anzahl der Kugeln und 
dem beobachteten Ereignis yereinbar, nämlich 

?7i . . . 3 weiße, 5 schwarze Kugeln 
c/g . . . 4 „ 4 „ „ 

f/j . . . „ 3 „ „ 

C7,...6 „ 2 „ 
Ü5...7 „ 1 „ Kugel. 

Die aus ihnen entspringenden Wahrscheinlichkeiten des heöbackteten 
Erfolges sind: 

__ 3-21 6 5 __ 4'3.2-4 16^ 6-4«8'8 _ JO^ 

^1 ~~ 8-7. 6. 6 "" 28Ö' ^« ~ 8T7T6 . 5 "" 280^ -P» "^ 87. 6-6 "" 28Ö' 
_ 66»4-2 40 7-6 61 85 

■P*~ 8-7-6. 5 "" 280' -Pö™ 8- 7-6-5 '^ 280' 

jene des zukünftigen Ereignisses: 

Folglich reduziert sich die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des 
künftigen Ereignisses auf 

iZ-P.Pa + PsP«; 

wenn man in Ermangelung weiteren Wissens die Ursachen als a priori 
gleichwahrscheinlich ansieht, so ist 



demnach 



p 16 i p i5 

^«""5+16 + 80 + 40 + 35 63' ^8*" 63' 



n-l. 



Nun nehme man an^ dieselben Ziehungen würden aus einer Urne 
mit einer unbegrenzten Menge weißer und schwarzer Kugeln un- 
bekannten Mischungsverhältnisses gemacht worden sein^ und es handelte 
sich um die aposteriorische Wahrscheinlichkeit des nämlichen künf- 
tigen Ereignisses. Die unbekannte Wahrscheinlichkeit x für das 
Ziehen einer weißen Kugel kann dann jeden Wert zwischen imd 1 
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besitzen und bleibt während der Ziehungen konstant. Man hat nun 
JT nach der Formel (17) zu rechnen und findet 



fx^i-xYdx iL?: 



8! 3 



3! 1! 14 

fx\l—x)dx 5! 



Das Resultat ist dasselbe wie vorhin und diese Übereii(stimmung gilt 
für beliebige Zahlen.^) 

112. Empirisohe Wahrsohelnliohkeitsbestimmimg. Neben 
die Ermittlung der Wahrscheinlichkeit auf Grund einer Analyse der 
Urteilsmaterie tritt als selbständige Methode die Wahrscheinlichkeits- 
bestimmung auf Grund von Erfahrungsdaten oder Versuchen über 
dieselbe.^) 

Was den Erkenntniswert der nach diesen beiden Methoden ge- 
bildeten Wahrscheinlichkeiten anlangt, so läßt sich eine vergleichende 
Aussage von allgemeiner Gültigkeit darüber nicht machen. Bei der 
ersten Methode hängt er von dem Grade der Sicherheit ab, mit 
welchem man über das relative Maß «der Möglichkeit der Einzelfälle 
zu urteilen imstande ist, insbesondere von dem Grade der Berechtigung, 
mit der man die Einzelfälle als gleichmöglich annehmen darf. Bei 
der zweiten Methode ist für den Erkenntniswert der umfang der Er- 
fahrungen und die richtige Wertung der einzelnen maßgebend, die bei 
der Bildung des Wahrscheinlichkeitsbruches in Rechnung zu ziehen 
ist; auch hier wird man zumeist die einzelnen Erfahrungen als gleich- 
wertig erachten müssen in Ermanglung eines verläßlichen Mittels zu 
ihrer Abwägung. Es kann hiemach ganz wohl geschehen, daß man 
einer auf breiter Erfahrungsgrundlage ermittelten Wahrscheinlichkeit 
den Vorzug geben wird, selbst dann, wenn eine apriorische Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmung formell durchführbar, aber materiell nicht 
genügend sicher ist. So würden, um ein Beispiel anzuführen, die aus 
einer umfangreichen Versuchsreihe mit einem Würfel ermittelten Wahr; 
scheinlichkeiten der sechs Seitenflächen eine größere Berechtigung be- 
anspruchen dürfen als die aus der bis zu einem gewissen Grade immer 
imsicheren Annahme der Gleichmöglichkeit gezogene Bewertung mit \- 

WskS die Tragweite der beiden Methoden betriflft, so ist die em- 
pirische Wahrscheinlichkeitsbestimmung der apriorischen weitaus über- 
legen; sobald man nämlich das Gebiet der Wirklichkeit betritt, hört 
die Durchführbarkeit des letzteren Verfahrens fast völlig auf. Fragen, 



1) J. Todhunter, History of the mathematical theorie of probabüity (1866), 
p. 464 ff. 

2) R. Lämmel, 1. c, p. 86 ff., nennt diese Methode die „statistische". 
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die die Naturwissenschaften und das soziale Leben nach dieser Rich- 
tung stellen, sind zumeist so komplizierter Art, daß an eine Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmung a priori gar nicht gedacht werden kajln. 
Aber auch bei Problemen, deren Struktur eine Analyse zulassen würde, 
kann die weitere Verfolgung an den mathematischen Schwierigkeiten 
flcheitem, die sich einer Bewertung der ins Verhältnis zu setzenden 
Mengen entgegenstellen. 

Einige Beispiele mögen diese Aussagen ins volle Licht rücken. 
Man kann die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer männlichen 
Geburt stellen; es soll zunächst davon abgesehen werden, ob dabei 
von einer konstanten Wahrscheinlichkeit gesprochen werden kann in 
dem Sinne, daß auf Grund des Bernoullischen Theorems danach die 
absolute und relative Häufigkeit männlicher Geburten in einem be- 
stimmten Gebiet und während eines bestimmten Zeitraumes beurteilt 
werden könnte. Auf den ersten Blick ist die Undurchführbarkeit 
einer apriorischen Lösung zu erkennen, weil über die das Geschlecht 
bestimmenden umstände nicht einmal qualitativ, geschweige denn 
quantitativ etwas ausgesagt werden kann; es bleibt nur der Weg der 
empirischen Bestimmung offen. Ganz ebenso verhält es sich mit der 
Frage nach der Wahrscheinlichkeit, daß eine Person bestimmten Alters 
und gegebener Zugehörigkeit zu einem Personenkreise innerhalb eines 
bestimmten AltersintervaUs sterbe, oder daß eine männliche Person 
unter den gleichen Bestimmungen heirate, eine an einer bestimmten 
Krankheit erkrankte Person genese usw. 

Als Beispiel eines Falles, wo die mathematischen Schwierigkeiten 
das Hindernis bilden, sei die Frage nach der Wahrscheinlichkeit an- 
geführt, daß zwei unabhängig voneinander gewählte natürliche Zahlen 
teüerfremd seien oder ein mit beliebigen Zahlen hingeschriebener ge- 
meiner Bruch sich nicht abkürzen lasse. ^) Wiewohl es sich hier um 
einen Sachverhalt handelt, der nicht vom Zufall abhängt, sondern 
den Gesetzen der Zahlen unterworfen ist, so kann doch mit voller 
Berechtigung von einer Wahrscheinlichkeit gesprochen werden. In 
der Form, in der die Frage gestellt ist, muß an die transfinite Menge 
der Zahlenpaare gedacht werden ;^ geht man bis zur endlichen Zahl z, 
so hat man es mit z^ Zahlenpaaren zu tun, und befinden sich darunter 
fpiz) solche, die relativ prim sind, so wäre die Aufgabe nach dem 
Ansatz 

ZU lösen, der aber erst dann ausführbar wäre, wenn man eine Dar- 
stellung von (p{z) besäße. In Ermanglung einer solchen bleibt nichts 



1) R. Lämmel, 1. c, p. 89. 
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übrig; als zum empirisclien Yerfahren zu greifen. Zu dem Zwecke 

empfiehlt es sich, die Zahlenpaare 
.IjakS.e^eoWumsmS ^^^^^ ^^ p^^te eines quadra. 

2* ^\/ tischen Gitters darzustellen, die zu 

f [ * '^^^^ relativ primen Paaren gehörigen 

j. . . .""n Punkte hervorzuheben und dann 

(?• »X^ in dem Gebiet, auf das man 

^' •••*•• \^ sich beschranken wiU, zu zählen, 

Q. . * ^ \ i ^\ Fig. 16; bei dieser Zählung wird 

;^. • • «N^ man von dem Umstände Gebrauch 

// \ machen, daß das ganze Schema 

^^] [ [ ^ ^ •^^X bezüglich der durch die Punkte ^/xr 

^^] ] , ' , , /v^ verlaufenden Achse symmetrisch 

^ . . • • • • • «N ist. Eine bis z^ AA: geführte 

Fig. 16. Untersuchung ergab folgende Re- 
sultate^): 

z 

4 16 11 0,6625 

8 64 43 0,67187 

12 144 91 0,63194 

16 256 159 0,62109 

20 400 255 0,6375 

24 576 359 0,62326 

28 784 483 0,61607 

32 1024 647 0,63183 

36 1296 791 0,61034 

40 1600 979 0,61187 

44 1982 1207 0,62474 

Wiewohl die Primzahlen immer wieder eine Störung des gleichmäßigen 
Verlaufs herrorrufen, ist auf Grund dieses Bruchstücks doch anzu- 
nehmen, daß der obige Grenzwert nahe an 0,6 liegen dflrfte. 



IV. Abschnitt. Bewertung von Vor- und Nachteilen, welche 
an zufällige Ereignisse geknflpft sind. 

§ 1. Die mathematisclie Erwartong. 

113. Deflnitioii der mathematisoheii Erwartimg. Eine 
Person sei an einer Reihe zufälliger, einander ausschließender Er- 
eignisse F, F',... F*-"^ in der Weise interessiert, daß das Eintreffen von 



1) Abweichend von Lämmels Angaben, I. c. 
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F^*^y das mit der Wahrscheinlichkeit p^^ zu erwarten ist, für sie eine 
Einnahme (oder Ausgabe) a^^ zur Folge hat; im Falle der Einnahme 
soll a^^ positiv, im andern Falle negativ sein. Dann hat die Person 
eine Ungewisse Summe x zu gewärtigen, die n + 1 verschiedener Werte, 
eines jeden mit bestimmter Wahrscheinlichkeit, fähig ist, und man 
kann im Sinne von Nr. 55 von einem Durchschnittswert dieser Summe 
sprechen, der sich als Summe der Produkte ihrer möglichen Werte 
mit den zugehörigen Wahrscheinlichkeiten darstellt; wird er mit E 
bezeichnet, so ist 

E^pa+pa+ pa' + • • • + i>(")a("), (1) 

wobei gleichzeitig 

i> + P +/'+•••+ J)(">«1 (2) 

besteht. 

Ist nur auf das Ereignis F eine Summe, ein Preis a ausgesetzt, 
während die übrigen Ereignisse keine Vermögensänderung zur Folge 
haben, so kann x nur die beiden Werte a und annehmen, ersteren 
mit der Wahrscheinlichkeit p^ letzteren mit der Wahrscheinlichkeit 
g = jP' + p ' H + !>(''), und es ist 

E^pa. (3) 

Den Mittelwert E bezeichnet man im vorliegenden Falle als die 
mathematische Erwartung oder mathematische Hoffnung der Person 
gegenüber den ungewissen Summen. Hiemach ist die auf eine ein- 
zelne Summe bezügliche mathematische Erwartung das Produkt aus der 
Summe und der WahrscheinlichTceit ihrer Bealisierung, und die auf eine 
Beihe einander ausschließender Eventu^lsummen bezügliche mathematische 
Erwartung gleich der Summe der Erwartungen, welche die einzelnen 
Beträge betreffen. 

Man spricht in dem letzteren Falle von einer totalen mathe- 
matischen Erwartung oder HofiEuung gegenüber den Einzelerwartungen, 
aus denen sie sich zusammensetzt. 

Von mathematischer Hoffnung wird häufig auch gesprochen, 
wenn in dem Produkt pa der Faktor a nicht eine Geldsumme, 
sondern irgend eine andere vom ZufaU abhängige Größe bedeutet. 

114. Beziehang der mathematisohen Erwartung lam 
wahrsoheinliohsten Erfolg. Um zur Bedeutung dessen zu ge- 
langen, was soeben als mathematische Erwartung formal definiert 
worden ist, stellen wir folgende Betrachtung an. 

Auf das Eintreffen des Ereignisses F, dem die Wahrscheinlich- 
keit p zukommt, während das Nichteintreffen mit der Wahrscheinlich- 
keit q^ 1 —p zu erwarten ist, sei der Preis a ausgesetzt. 

Bei einer einmaligen Realisierung der Bedingungen hat die Person, 
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welche sich zur Zahlung des Preises verpflichtet — der Unternehmer — j 
entweder a oder auszufolgen. 

Werden s Realisierungen yereinbart und ist s eine Zahl; welche 
sieh im Verhältnis pxq^m zwei Teile zerlegen läßt, so ist die wahr- 
scheinlichste von dem Unternehmer zu leistende Zahlung S'pa^ weil 
4ie Kombination: ^p-mal F und sg-mal Nicht--F unter allen die wahr- 
scheinlichste ist; die durchschnittlich auf eine Realisierung entfallende 
Zahlimg ist dann |>a. 

Sind S'Py sq nicht ganze Zahlen^ so gibt es (vgl. Nr. 67) zwischen 
sp — q und sp +p eine ganze Zahl^ die in der Form sp -\- ö (mit 
|d| < 1) geschrieben werden kann und so beschaffen ist, daß (sp + d)- 
mal F und (sq — d)-mal Nicht-i^ die wahrscheinlichste Kombination 
bezeichnet. Die wahrscheinlichste Leistimg des Unternehmers beträgt 
jetzt (sp + ö) a, und davon entfällt auf eine Realisierung durchschnitt- 

lieh der Betrag pa -] , der sich mit wachsendem s dem pa als 

s 

Grenze nähert. 

Man kann demnach den Satz aussprechen: Die wahrscheinlichste, 
durchschnittlich auf eine von s Realisierungen entfallende Zahlung 
des Unternehmers ist der mathematischen, auf eine Realisierung ge- 
richteten Erwartung entweder genau gleich oder weicht von ihr um 

eine Größe der Ordnung — ab. 

116. Die aus einer wiederholten Bealisiernng resul- 
tierende mathematisohe Erwartung. Die Bedingungen seien 
dieselben wie in der vorigen Nummer. Aus s Wiederholungen können^ 
entsprechend den möglichen Kombinationen des Eintreffens und Aus- 
bleibens von 1^, s+1 verschiedene Erfolge erzielt werden: 

sa, (s — l)a, • • • (5 — r)a, • • • a, 0; 

ihre Wahrscheinlichkeiten sind durch die Glieder der Entwicklung 
von (p + q)* bestimmt; insbesondere kommt dem Erfolge (s — r)a 

die Wahrscheinlichkeit ()p^''''q*' zu. Mithin ist die aus der wieder- 
holten Realisierung hervorgehende mathematische Erwartung 

s 


Um den Wert der Summe zu ermitteln, gehe man von der all- 
gemeineren Summe 



^(^,){tpy-'-i'=(ip+ay 



aus, in welcher t eine Hilfsvariable bedeutet; durch Differentiation 
nach dieser entsteht 
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^is-r)p Q (tp)-^- ^<f^sp {tp + «)- S 



und hieraus ergibt sieh, wenn ^ = 1 gesetzt wird: 
^ (s - r) (J^^p'-^q^ ^ sp', 



demnach ist 

E «= spaj 

also die s-fache auf die einfache Entscheidung gerichtete mathematische 
Erwartung. 

Da sich die auf mehrere voneinander unabhängige und einander 
ausschließende Ereignisse bezüglichen Erwartungen bei der Bildung 
der Gesamterwartung summieren^ so kann auch für den allgemeinen 
Fall: Auf die Ereignisse I, F\ • • • F^'^\ deren Wahrscheinlichkeiten 
P)P\ ' ' ' p^'^^ sich zur Einheit ergänzen, sind die Preise a, a', • • • a^") 
ausgesetzt — die auf die 5 -malige Verwirklichung der allgemeinen 
Bedingungen gerichtete mathematische Hoffnung angegeben werden-, 
sie ist 

E=^sipa + p'a H \- p^"") a(«>). 

116. Beziehnngen iwischen Preis und Eiusats; Oewiiui-< 
teilnngsregel. Eine Person — der Unternehmer — setze auf das 
Eintreffen eines Ereignisses F von der Wahrscheinlichkeit p einen 
Preis a aus und gehe diese Verpflichtung s-mal, derselben Person oder 
verschiedenen Personen — den Spielern — gegenüber, ein. Dann ist 
spa die wahrscheinlichste Zahlung, welche der Unternehmer zu leisten 
haben wird. SoU ihm daraus weder ein Nutzen noch ein Schaden 
erwachsen, so wird die gleiche Summe seitens der Spieler an ihn 
abzufahren sein, d. h. der auf eine Entscheidung zu leistende Einsatz 
ist mit jpa zu bemessen. 

Die auf den ausgesetistm Preis bezügliche mathematische Erwartung 
des Spielers hezeichnet also seinen rechtmäßigen Einsatz, 

Hat eine Person die Anwartschaft, den Preis a mit der Wahr- 
scheinlichkeit p zu gewinnen, so repräsentiert diese Anwartschaft vor 
der Entscheidung einen Besitz, der mit demselben Werte zu bemessen 
wäre, welchen die Person als Einsatz zu leisten hätte, also mit der 
mathematischen Erwartung pa-^ dieser Betrag würde auch den recht- 
mäßigen Kau^reis darstellen, um welchen sie die Anwartschaft an 
eme andere Person abgeben könnte. Nicht aber darf die mathe- 
matische Erwartung als derjenige Betrag erklärt werden, den die be- 
treffende Person vor der Entscheidung als sicheren Besitz anzusehen 
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liat.^) Der mathematischen HoflFnung kommt im Grunde genommen 
für den Fall einer einmaligen Realisierung keine reale Bedeutung zu: 
aus einer solchen kann der Person nur eine der Vermögensänderungen 
und a, niemals aber der Vermögenszuwachs pa erwachsen. Erst 
wenn es sich um eine sehr große Anzahl von Realisierungen, um ein 
Massenspiel, handelt, erlangt pa eine reale Bedeutung, indem es dann 
•die durchschnitflich auf eine Realisierung entfallende wahrscheinlichste 
Vermögensänderung bedeutet. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung kann 
daher zur „Regelung" eines Einzelspiels nichts aussagen, ein solches 
hleibt immer Sache der persönlichen Entschließung, unter Umständen 
ein Wagnis; hingegen ist sie zur Regelung von Massenspielen, worunter 
auch alle auf zufällige Ereignisse gestützten ernsthaften Unter- 
nehmungen gemeint sein sollen, berufen. 

Der Person, welche auf den Preis a den Einsatz pa leistet, fällt, 
wenn sie den Preis erzielt, ein Gewinn g ^ a —pa zu, weil sie den 
gezahlten Einsatz nicht zurückerhält; zwischen Gewinn und Preis be- 
43teht somit die Beziehung 

pa ergibt sich mithin die Re- 



awischei 


1 Gewinn und Einsatz J5J=j 


lation 






E^_p 




9 " a 



Dieselbe läßt auch folgende Deutung zu: Zu dem Preise a steuert der 
Spieler den Einsatz E, der Unternehmer den Gewirm g bei; der 
Spieler erlangt den Gewinn mit der Wahrscheinlichkeit p, der Unter- 
nehmer den Einsatz mit der V\^ahrscheinlichkeit q. In einem geordneten 
Spiele oder einer Wette verhalten sich demnach die Einzahlungen der 
beiden Partner wie ihre Wahrscheinlichkeiten, das Spiel oder die Wette 
m gewinnen. Nachdem man die Proportion in die Form pg ^qE 
gebracht, kann man auch sagen, daß bei einem geordneten Spiele die 
mathematischen Erwartungen der Partner in bezug auf die ihnen in 
Aussicht stehenden Gewinne einander gleich sind, oder daß die totale 
mathematische Hoffnung eines jeden Partners gleich NuU ist; denn 
diese Hoffnung drückt sich für den Spieler durch pg — qE, für den 
Unternehmer durch qE — pg aus. 

Steht in einem Spiele, das eine Person mit der Wahrscheiiüicli- 
keit Py ihr Partner mit der Wahrscheinlichkeit q^l—p zu gewinnen 
erwartet, die Summe a, und verzichten die Spieler darauf, den ZuM 
entscheiden zu lassen, so haben sie sich rechtmäßig in die Summe a 
-derart zu teilen, wie sie zu ihr hätten beitragen müssen, d. h. im Ver- 

1) Vgl. hiermit Poisson, Recherches sur la probabü., deutsch von 
fl. Schnuse, p. 42. 



Digitized by VjOOQIC 






rV. Abschnitt. Bewertung von Vor- und Nachteilen usw. 209 

\^er Wahrscheinlichkeiten p, q. Hierin ist einer der ältesten 
"Wahrscheinlichkeitstheorie enthalten^ der dem Pascalschen 
^ \m (Nr. 40) zugrunde liegt. 

^ ^piel LI. Die Bestimmung der mathematischen Er- 

%^ ^n Glücksfall, in welchem mehrere verschiedene Er- 

nnen, erfordert nach Nr. 113 die Feststellung dieser 
Berechnung ihrer Wahrscheinlichkeiten; gerade in 
lg liegt mitunter eine erhebliche Schwierigkeit 
hmal dadurch umgangen werden kann, daß man 
•', ^ andern, ihm bezüglich der mathematischen 

umwandelt, der eine einfachere Berechnung 
dieser Art sollen nun vorgeführt werden. 
^ .iidem : 
.tcuit n Kugeln, die mit den Nummern Ij 2, • • • n 
.,ut. Eine Persony welche die Kugel/n nach und nach eieht, 
.^0 jedesmal 1 Frc, wenn die Nummer der Kugel mit der Ordnungs- 
mM des Zuges tibereinstimmt Wie groß ist ihre Hoffnung? 

Statt die Wahrscheinlichkeiten zu rechnen, daß dies 1, 2, • • • n-mal 
geschehen werde, mache man sich klar, daß vor den Ziehungen jede 

Kugel die Wahrscheinlichkeit p =» — hat, ihrer Nummer entsprechend 

gezogen zu weden. 

Hält man nämlich in der Reihe 1, 2, 3, • • • n eine bestimmte 
Nummer fest und permutiert die andern auf alle möglichen Arten, 
so erhält man die Anzahl (n — 1)! der günstigen Fälle, in welchen 
die festgehaltene Nummer an ihrer richtigen Stelle steht; und da die 
Anzahl der möglichen Fälle n! beträgt, so ist tatsächlich für jede 

Nummer ~^^ = — die Wahrscheinlichkeit, an der ihrem Range 

entsprechenden Stelle zu erscheinen. 

Mithin ist der obige Fall in bezug auf die mathematische Er- 
wartung äquivalent dem folgenden: Es liegen n Urnen, mit den 
Nummern 1, 2, • • • w bezeichnet, vor; in jeder derselben befinden sich 
n Kugeln, die ebenfalls die Nummern 1, 2, • • • w tragen; man zieht 
aus jeder Urne eine Kugel imd erhält, so oft die Nummer der Kugel 
mit der Nummer der Urne übereinstimmt, 1 Frc. Da nun die Überein- 
stimmung der Nummern bei jedem Zuge mit der Wahrscheinlichkeit — 
zu erwarten ist, so ist die mathematische Erwartung n — 1 Frc. «= 1 Erc. 

Daß jedoch die beiden Glücksfalle im übrigen nicht identisch sind, 
geht schon aus folgender Bemerkung hervor. Den größtmöglichen 
Erfolg von n Frcs. zu erzielen, hat bei der ersten Modalität die 

Wahrscheinlichkeit — :, bei der zweiten die kleinere Wahrscheinlich- 

keit — . 

Csaber, WahrscheinlichkeitsreohnuQg. I. 8. Aufl. D|lbzed by CjOOQI^ 
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118. Beispiel LH. Aus einer ürney welche weiße und schwarze 
Kugeln in solchem Mengenverhältnis enthalt, daß für das Ziehen einer 
weißen die WahrscheinlichJceit p, für das Ziehen einer schwarzen die 
WahrschdnlichJceit g = 1 — p iestehty werden n Ziehungen gemacht, 
wobei die gezogene Kugel jedesmal zurückgelegt wird. So oft eine weiße 
Kugel erscheint^ der eine schwarze vorausging und nachfolgt, erhält der 
Spider 1 Frc, Wie groß ist die Hoffnung? 

Die Lösung dieser komplizierten Frage wird einfach, sobald man 
sich die Überzeugung verschafft hat, daß vor Beginn der Ziehungen 
der beschriebene Glücksfall an jeder Stelle, die erste und letzte aus- 
genommen, zu erwarten ist mit der Wahrscheinlichkeit p^. 

Die Kombination schwarz-weiß-schwarz hat, für sich betrachtet^ 
an jeder Stelle der Ziehungsreihe die Wahrscheinlichkeit pq^. Diese 
Wahrscheinlichkeit wäre nun nach und nach mit den Wahrscheinlich- 
keiten der verschiedenen Kombinationen zu multiplizieren, die sich in 
dem übrigen Teil der Ziehungsreihe zutragen können, und die Summe 
der Produkte gäbe die Wahrscheinlichkeit des Gewinnens an der be- 
treffenden Stelle. Hebt man aber p^ aus der Summe heraus, so 
ist der zweite Faktor die Entwicklung von {p+pY'^y hat also 
den Wert 1. 

In bezug auf die mathematische Erwartung ist das Spiel also 
äquivalent n — 2 Ziehungen aus einer Urne, welche dem Erscheinen 
einer weißen Kugel die Wahrscheinlichkeit pq^ verleiht, wenn auf 
die weiße Kugel ein Preis von 1 Frc. ausgesetzt ist. Die hierauf 
bezügliche Hoflhung ist aber {n — 2)pq^,^) 

Über diesen Punkt geht aber die Übereinstimmung nicht hinaus; 
während bei der zweiten Modalität n — 2 Frcs. als höchster Preis er- 
zielbar sind, beträgt bei dem vorgelegten Spiele der höchste Preis 

— - — oder - — 1, je nachdem n ungerad oder gerad ist. 

119. Beispiel LUX. Peter hat m, Paul n Taler; jeder wirft 
seine Taler hin, und demjenigen, hei dem Wappen öfter erscheint, fallen 
alle m + n Taler zu. Entspricht das Spid dem Grundsatze der 
BiUigJceit? 

Von den beiden Zahlen sei m die größere. Es kommt darauf 
an, für jeden der beiden Spieler die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen^ 
daß er den andern in dem bezeichneten Sinne übertreffen werde. 

Wirft Peter einmal Wappen, so darf bei Paul kein Taler Wappen 
zeigen; die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit hierfür ist 



(T)(r(i) 



1) Vgl. die abweichende Lösung J. Bertrands in seinem Calcul des pio- 
babilit^s, p. 52. 
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Wirft Peter zweimal Wappen, so darf Paul höclistens einmal 
Wappen treffen, und dies ist mit der Wahrscheinlichkeit 

©©■[©"+ om 

zu erwarten. 

Wirft Peter dreimal Wappen, so darf dies bei Paul höchstens 
zweimal eintreten; die Wahrscheinlichkeit dafür ist 

Nach diesem Gesetze hat man fortzuschreiten, bis man zu dem 
Falle, wo Peter n-mal und Paul höchstens n — 1-mal Wappen ge- 
troffen hat, wofür die Wahrscheinlichkeit 

(:)(ir[a)-+oar+.-+(.:o(ir] 

besteht. Von da ab, d. h. wenn Peter mehr als n Wappen erzielt, 
gewinnt er ohne Rücksicht auf den Erfolg Pauls; demnach ist die 
totale Wahrscheinlichkeit für Peters Gewinn: 

i^ -?v.[(:)+(:)|i +01 +0 !•+(:)+ 01+ ••• 
+(:)('+(")+'+(.i.)i] 
+^[(40 +(.:.)+•■•+']' 

for Paul ergibt sich durch eine ähnliche Betrachtung die Wahr- 
scheinlichkeit 

'^-?^.K)+0('+(T)l + O|i+(T)+G)) + - 

+(:)('+(:)+-+u.)i]- 

Ist — = — , SO ist das Spiel billig; ist ~ > — , so ist Peter, 

und im Falle ^ < - Paul im VorteUe. 

Wenn m = 3 imd w =» 2, so geben die Formeln 



1 8 

Q Q 

imd weil -g > -g ? so ist Peter im Vorteile. 
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Wenn m » 4^ n =» 3 ist; so hat man 

Ä — 2 ^ ^« "~ 128 
64 4 

und da 29 >T; so ist auch jetzt Peter im Vorteile. 

Wird vereinbart, daß das Spiel, wenn es das erste Mal unent- 
schieden bleiben sollte, fortzusetzen ist bis zur Entscheidung, daxm 
kommen die rdativen Wahrscheinlichkeiten in Betracht, nämlich 

— ^ — für Peter und — ^ — für Paul. In betreflf des Schlusses auf 
Pi + Pt ^ , Pi + i>j 

die Billigkeit des Spieles bleibt diese Abänderimg ohne Einfluß; die 
mathematische Erwartung erfahrt aber eine Änderung. Kann das 
Spiel auch unentschieden bleiben, in welchem Falle jeder seine Taler 
zurücknimmt, so ist Peters Erwartung gleich 

Pi (m + n) + (1 — i?! —p^) m ^p^ n + (1 — ä) w; 
wird es fortgesetzt bis zur Entscheidung, so beträgt Peters Erwartung 
— ^ — (m + n) Taler; für den letztbehandelten Spezialfall sind diese 



19 76 

Hoffnungen beziehungsweise 4 ^ und 4 — Taler und übertreffen beide 



Peters Einsatz. 

120. Die Sätze von Tchebycheff. Tchebycheff hat einige 
Wahrscheinlichkeitssätze über die Mittelwerte dem Zufall unterworfener 
Größen^) abgeleitet, die sich neben der elementaren Begründung durch 
einen hohen 6rad yon Allgemeinheit auszeichnen und eben deshalb 
geeignet sind, die Lösung vieler Fragen der Wahrscheinlichkeitstheorie 
auf sie zurückzuführen. 

Es seien x, y, - ' » irgend welche Größen, deren jede mehrere 
verschiedene Werte, einen jeden mit bestimmter Wahrscheinlichkeit, 
annehmen kann, und zwar sei x der Werte 

*^19 ^if ' ' ' ^k 

mit den Wahrscheinlichkeiten 



fähig, wobei 
femer y der Werte 



Pi; Ä; • • Pk 

2^x = i; (1) 



1) Journ. Liouv. (2) XU, 1867, p. 177. 
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mit den Wahrscheinliclikeiten 

9iy 9%f ••• Ä> 
wobei wieder 

1 

dann der Werte 

mit den Wahrscheinlichkeiten 

deren Summe 



M 

1 

nsw. 

Dann sind 

k 



^-1, (3) 



^P^x^^a, ^q.y^^h, ^r^z^-^Cr" (4) 

111 

die auf x, y, z,* ' * bezüglichen mathematischen Erwartungen oder die 
Mittelwerte dieser Größen, 

k l m 

2p.^.*-<h, 2'«'y.*=6i, ^W'c,,.-- (5) 

111 

die Mittelwerte ihrer Quadrate. 

Daß die Realisierung der Bedingungen die Wertekombination 

x^, y^f Ky" ' ^on X, yy z,' " und daher den Wert x^+ y^+ z^-i 

för die Summe x + y + z -{ herbeiführen werde, ist mit der Wahr- 
scheinlichkeit PjtQxr^ • • • zu erwarten, und dieselbe Wahrscheinlichkeit 
besteht auch för das Stattfinden der DiflFerenz 

^x+y^+^/iH a — b — c 

zwischen der beobachteten Summe und der Summe der Mittelwerte. 
Demnach ist der Mittelwert des Quadrates dieser Differenz durch die 
vielfache Summe 

ausgedrückt. Schreibt man die Differenz in der Form 

so gibt ihr Quadrat zweierlei Glieder: quadratische und produkt- 
formige in den Differenzen x^ — a, yx — h, z^ — c, • • • . 

Digitized by VjOOQIC 



214 Erster Teil. Wahrscheinlichkeitstheorie. 

Die Summierung auf das erste quadratische Glied 

zunächst in bezug auf den Zeiger x ausgeführt gibt 

1 

=« a^ — 2a* + a^^ a^ — a*5 

die Summierung in bezug auf die andern Zeiger ändert an diesem 
Werte nichts, weil vermöge (2), (3), ••• 

^q,r^ ...» 1 (für A - 1,2, • • • ?; ^ = 1,2 • • • m; • • •). 

lEbenso ergibt das zweite quadratische Glied 6^ — 6*, das dritte 
q — c*, usw. 

Bei dem ersten produktförmigen Gliede 

ergibt die Summierung in bezug auf den Zeiger h 

2 (vx^P^^x - & ^Px^x - «J/a ^Px + »& ^P^ 
— 2(ay;i — ah — ay^ + afe) =- (>, 

und die weiteren Summierungen können an diesem Werte nichts 
ändern; in gleicher Weise verschwinden die aus den übrigen produkt- 
förmigen Gliedern entspringenden Anteile der Summe. 
Somit ist 

2{oo^ + yx+^f.+ a-l-c YpAx't^,'- 

==öi + 6i + CiH a^—V—c^ ; 

daraus folgt aber, daß 

2{^x + y^ + ^ + a-h-c yp^ctxr^, ' ' ' 1_ 

«*(«! + ^ + «iH a* — b*-c* ) "a** 

Läßt man in der Summe, welche den Zähler bildet, alle Glieder fort, 
in denen 

i^x+yx+^^ + a-h^c y 

ist, und ersetzt den linksstehenden Quotienten, so oft er größer ist 
als 1, durch die Einheit, so ist durch beide Prozesse die linke Seite 
vermindert worden, mithib. das Verbleibende, d. i. 



Digitized by VjOOQIC 



IV. Abschnitt. Bewertung von Vor- und Nachteilen usw. 215 

wobei sich, dem Ausgeführten zufolge, die Summierung nur auf solche 
Kombinationen von x, A, ft, • • • erstreckt, für welche 

{^. + yx + ^, + a-h-c y 

Die so eingeschränkte Summe Sp^q^r^ • • • bedeutet aber die Wahr- 
scheinlichkeit 1— . P für das Stattfinden eben dieser Relation (8), 
so daß P die Wahrscheinlichkeit für das Stattfinden von (7) vorstellt. 

Da nun 1 — P < -| , so ist P > 1 5« Hiemach ergibt sich der 

Satz: 

I. Die Wahrscheinlichkeit P, daß die Differenz 

^x+ya+^^ + a-6-c 

ssicischen den Grenzen 



und 



uYa^ + 61 + Ci H a^— 6*- c* - 

also die Summe 

^.+ yx + ^f. + "' 

wünschen den Grenzen 



imd 



a + l + c-\ h ayai + 6i + q H a^—V—c^ 



enthalten sei, ist größer als 1 j- 



Die Zahl a ist nur an die Bedingung gebunden, daß sie größer 
sein muß al» 1. 

Ist n die Anzahl der Größen x, y, z,- -- und setzt man 

80 ergibt sich als eine Folgerung von I unmittelbar der folgende Satz: 
U. Die Wahrscheinlichkeit P, daß das arithmetische Mittel 

^.+ yx+'u+"' 

n 

aus den beobachteten Werten von x, y, z - - - enthalten sei zwischen den 
Grenzen 



n t y n n 
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und 



t r n n ' 






ist größer als 1 — 

Wenn die Mittelwerte öt, 6, c, • • • a^, Jj, c^, • • • eine feste Grenze 
nicht überschreiten, so bleiben auch die arithmetischen Mittel 

„i_j — ^ ' ^ ' , — ! ! ! ^ wie groß auch n sein möge, unter 

einer festen Grenze, somit auch die Wurzelgröße, welche in dem Satze II 
vorkommt. Daraus folgt, daß man die letztgenannten Grenzen durch 
Wahl von t allein beliebig eng ziehen kann; und da bei beliebig 

großem t die Diflferenz 1 mit bestandig wachsendem n der Ein- 
heit als Grenze sich nähert, so ist der folgende Satz erwiesen: 

ni. Wenn die Mittelwerte von x, y, 0,- - * und die ihrer Quadrate 
über gewisse feste Grenzen nicht hinamgehen, so nähert sich die Wahr- 
scheifdichiceit P, daß der UfUer schied wünschen dem arithmetischen Mittel 
von n beobachteten Werten der x, y, z, und dem arithmetischen Mittel 
ihrer Mittelwerte a,b, c,- - - Meiner sei als eif^ beliebige Mein festgesetzte 
Größe, mit wachsendem n der Einheit. 

121. Folgeningen aus diesen Sätzen. Das Poissonsche 
und das Bemoullische Gesetz der großen Zahlen. Einer Person 
falle mit dem Eintreffen des Ereignisses F, das mit der Wahrschein- 
lichkeit p zu erwarten ist, der Preis Ä zu, während das Nichteintreffen 
von F ohne Folgen bleibt. Es werden s Realisierungen vorgenommen. 
Von den Erfolgen rr^^^, x^^\ • • • oc^'\ welche sich dabei einstellen, kann 
jeder einen der beiden Werte Ä und mit der Wahrscheinlichkeit p, 
beziehungsweise 3 = 1 —p annehmen. Demnach ist der mittlere Wert 
eines jeden x^*^ 

a^pÄ, 

der Mittelwert seines Quadrates 

a^^pÄ^, 

Nach dem Satze I ist mit einer Wahrscheinlichkeit 

zu erwarten, daß die erzielte Summe oc^^^ -\- x^^^ -] h oc^*^ enthalten 

sein werde zwischen den Grenzen 

spÄ — aYspÄ^^ sp^Ä^ und spÄ + uYspÄ^ — sp^Ä^ 
oder zwischen 

spÄ — aAYspq und spA + aÄYspq^ (1) 
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xmd nacli dem Satze 11 besteht eine Wahrscheinlichkeit 

dafür, daß der durchschnittlich auf eine Realisierung entfallende Er- 
folg eingeschlossen sei zwischen die Grenzen 

pÄ'-—ypq und pÄ + — ypq. (2) 

Die Grenzen (1) erweitem sich bei gleichbleibender unterer Grenze 
von P im Verhältnis der Quadratwurzel aus s, die Grenzen (2) hin- 
gegen yerengen sich unter den gleichen Umständen im Verhältnis der 
Quadratwurzel aus Sy und man kann zu beliebig eng gewählten Grenzen 
(2) s so groß annehmen, daß die untere Grenze von P sich beliebig 
wenig von der Einheit unterscheide. 

Der in Rede stehenden Person möge wieder für den Fall des 
Eintreffens von F der Preis Ä ausgezahlt werden; dagegen sei sie 
verpflichtet, bei Nichteintreffen von F den Betrag B zu erlegen. Von 
den Erfolgen x^'^\ ciP\ • • • a;^*), die sich jetzt bei s Realisierungen ein- 
stellen können, ist jeder zweier Werte, A und — P, mit der Wahr- 
scheinlichkeit p, respektive q fähig, und es ist der mittlere Wert eines 
jeden x^^ gleich 

a ^pÄ — qBy 
der eines jeden x^^ gleich 

Dem Satze I zufolge besteht eine den Betrag 1 ^ übersteigende 

Wahrscheinlichkeit P dafür, daß der erzielte Gesamterfolg zwischen 
den Grenzen 



(3) 



sipA - qB) - ays{pA^+ q&) - s{pA - qBf 
und 

s{pA — qB) + ay^^ 
oder zwischen 

s{pA — qB) — a{A + B)yspq 
nnd 

s{^A - qB) + a{A + P) V^M 

enthalten sein werde; und dem Satz II zufolge ist mit einer Wahr- 
st 
scheinlichkeit P, die größer ist als 1 , zu erwarten, daß der im 

Durchschnitt auf eine Realisierung entfallende Erfolg nicht über die 
Grenzen 

pA-qB-^^^^Y^ und pA- qB + ^^^^yM W 

t t 

hinausfallen werde. 
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•Aus dem Ansätze (3) geht folgender Sachverhalt hervor: let 
pÄ — qB + 0, so läßt sich, wie groß auch a sein, wie nahe also P 
der Einheit liegen möge, s so bestimmen, daß die untere sowohl als 
die obere Orenze das Vorzeichen von pÄ — qB hat. Wenn hingegen 
die Beträge A, B so geregelt sind, daß pÄ — qB ==0 ist, dann kann 
der 6esamterfolg, wie groß auch s sein mag, ebensowohl einen Ge- 
winn wie auch einen Verlust bedeuten. 

Würde beispielsweise die Person öy Frcs. erhalten, wenn beim 

Würfeln As fällt, und 1 Pres, zu zahlen haben, wenn eine andere 
Würfelseite erscheint, und wollte man mit einer Wahrscheinlichkeit, 

1 99 

die 1 — j^ = Y^ übertriflft, erwarten dürfen, daß aus s-maliger Wieder- 
holung des Spieles der Person ein Gewinn erwachse, so müßte s> 84.500 
festgesetzt werden; denn soll 

sein, so muß 

s > 84.500 
genommen werden. 

Von seinem III. Satze hat Tchebycheff Gebrauch gemacht, um 
das Gesetz der großen Zahlen zu erweisen. 

Es habe x^^^ den Wert 1 oder 0, je nachdem ein Ereignis F im 
ersten Versuche eintrifft oder nicht, und die Wahrscheinlichkeiten 
hierfür seien p^, q^^ 1 —Pi] x^^^ nehme einen der Werte 1 oder 
an, je nachdem dasselbe Ereignis im zweiten Versuche eintrifft oder 
nicht, wofür die Wahrscheinlichkeiten ^2; 92=' 1 ~ä bestehen mögen, 
usw.; endlich bedeute a:^'*^ einen der Werte 1 oder 0, je nachdem das 
Ereignis F im n-ten Versuche eintrifft oder nicht, wofür p^ und 
g^ == 1 — p„ die bezüglichen Wahrscheinlichkeiten sein mögen. Dann 
bedeutet der beobachtete Wert von 



die relative Häufigkeit des Eintreffens von F in den n Versuchen; 
femer sind die Mittelwerte von x^^\ x^^\ - - - x^**^ gleich 

die Mittelwerte ihrei^ Quadrate gleich 

Es besteht demnach eine Wahrscheinlichkeit P > 1 dafür, daß 
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sich die relative Häufigkeit des Eintreffens von F zwischen den Grenzen 



Pi +Pt ^ — +Pf 



t ^ n n 



hefinden werde; und im Sinne des Satzes III nähert sich P mit 
wachsendem n der Einheit, wie eng man auch diese Grenzen fest- 
gesetzt haben mag. Dies aber ist der wesentliche Inhalt des Theorems 
von Poisson (s. Nr. 93). 

Unter der Annahme, daß die Wahrscheinlichkeit von F konstant 
bleibt im Laufe der Versuche, daß also i>i =1)2 = • • • =p„=»i> und 
^^ = g^ = . . . =r g^ = 2 =. 1 — j9^ ergibt sich das Bernoullische Theo- 
rem in der folgenden Fassung: Die relative Häufigkeit des Eintreffens 
von jF* in n Versuchen liegt mit einer Wahrscheinlichkeit P, die 

größer ist als 1 , zwischen den Grenzen 

§ 2. Das mathematische Risiko. 

122. Begriff des mathematlBclien Bisiko. Jedes auf den 
ZufaU gegründete Unternehmen, wenn es mathematisch geregelt ist, 
genügt der Grundforderung, daß die totale mathematische Erwartung 
eines jeden Teilnehmers gleich Null ist. 

Trotz dieses gemeinsamen Merkmals unterscheiden sich aber ver- 
schiedene Unternehmungen voneinander je nach dem Verhältnis der 
dabei in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeiten und nach der 
Höhe der auf dem Spiele stehenden Summen, und zwar in bezug auf 
die Aussicht auf Erzielung eines Reingewinnes oder in bezug auf die 
Gefahr eines Verlustes. 

Ein Unternehmer setze auf das Eintreffen eines Ereignisses Fy 
dem die Wahrscheinlichkeit jp zukommt, einen Preis A aus und hebe 
dafür von dem Spieler den rechtmäßigen Einsatz 

E^pA (1) 

ein. Nach Abschluß dieses Vertrages steht der Spieler vor zwei 
Eventualitäten: entweder den Reingewinn A — E zu. erzielen, und die 
hierauf bezügliche Beingewinnhoffnung ist 

R^p(A-E)^p(l-p)A^pqA=^qE', (2) 

oder den Verlust des Einsatzes E zu erleiden, und die hierauf bezüg- 
liche Verlusterwa/rtung ist 

iJ'=3^; (3) 

beide sind sonach dem Betrage nach gleich. In einer ähnlichen Lage 
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befindet sich aber auch der Unternehmer: für ihn ist JB' der Ausdruck 
für die Gewinn-, R der Ausdruck für die Verlusterwartung. 

Der Betrag R oder der ihm gleiche R ist als Maßstab für die 
Gefahr, welche das Unternehmen sowohl der einen wie der andern 
Seite bringt, unter dem Namen Risiko Ton Tetens^) eingeführt wor- 
den, während Wittstein*) ihn als mathematisches, Hausdorff) 
neuerdings als durchschnittliches Risiko bezeichnet. 

TD 

Der Quotient ^ drückt das Maß der Gewinnerwartung, der ihm 

TD' 

gleiche Quotient -^ das Maß der Verlusterwartimg ohne Rücksicht 

auf die Höhe der Summen aus, die auf dem Spiele stehen. Man nennt 
den Wert dieser Quotienten das relative Risiko. Da nach (3) 

ist, so wächst die relative Verlusterwartung, oder wie man sagen 
kann, die Gefährlichkeit des Spiels geradeso wie die Wahrschein- 
lichkeit, zu verlieren. 

Den Größen jR, R kommt auch eine unmittelbar verständliche 
Bedeutung zu. Es ist R' der rechtmäßige Einsatz oder die Prämie, 
welche der Spieler demselben oder einem andern Unternehmer zu 
leisten hätte, damit dieser ihm den wirklich eingetretenen Verlust 
ersetze, und R die Prämie, gegen welche der Unternehmer seinerseits 
sich gegen einen Verlust sichern könnte. 

Durch diesen neuen Vertrag ist aber der Spieler keineswegs 
gegen jeglichen Verlust gesichert*); vielmehr hat sich nur seine Rein- 
gewinnhoflEhung und im gleichen. Maße seine Verlusterwartung ver- 
ändert, und zwar vermindert. Denn seine Einzahlung ist jetzt E + R, 
seine Reingewinnhoffnung daher 

R,^p(Ä--E'-R')^q'E, 
die Verlusterwartung ebenfalls 

weil er im Falle des Verlustes nur die ursprüngliche Einzahlung E, 
nicht aber auch die Prämie R «= qE zurückerbat. 



1) Johann Nicolaus Tetens, Einleitung zur Berechnung der Leibrenten 
und Anwartschaften. II. Teil. Leipzig, 1786. 

2) Theodor Witt stein, Das mathematische Risiko der Yersichemngs- 
gesellschaffcen etc. Hannover, 1885. 

3) F. Hausdorff, Das Risiko bei Zufallsspielen. Leipziger ßer. 49, 1897. 

4) Diese irrtümliche Auffassung könnte den Ausfuhrungen Wittsteinsl. c. 
entnommen werden. 



Digitized by VjOOQIC 



IV. Abschnitt. Bewertnng von Vor- und Nachteilen usw. 221 

Es wäre also B^ die rechtmäßige Prämie^ g^geii welche sich der 
Spieler auch gegen diesen Verlust sichern könnte; hätte er dies ge- 
tan, so wäre seine Beingewinnho&ung nur mehr 

J2, - 1>(^ - J5?- ir- J?i') = 2'JE 

und ihr stünde die gleich große Verlusterwartung 

gegenüber. 

Auf diese Weise könnte der Spieler durch eine fortlaufende Kette 
von Versicherungen sein Risiko beliebig verkleinern, und er würde 
sich dabei dem interesselosen Grenzfalle nähern ; daß er die Summe 
A einzahlt und eine gleich große Summe mit Sicherheit zurückerhält; 
denn seine Einzahlimg betrüge an der Grenze 

Man hat die Größen JB, JB^, iJg, • • • oder iT, B^, B^'y- auch 
als Risiko erster, zweiter, dritter, • • • Ordnung bezeichnet. 

123. Fortsetzung. Ausdehnimg auf mehrere Preise. 

Auf eine Reihe einander ausschließender Ereignisse JF\, i^,, • • • jP„, 
deren V^ahrscheinlichkeiten Pi, ft» * ' 'P» demnach der Bedingung 

entsprechen, seien Preise J-j, Ä^^-'-Ä^ ausgesetzt; der für diese 
Gewinnaussicht von einem Spieler zu leistende Einsatz ist 

Nach Erlag desselben ist seine Reingewinnhoffiiung 

wenn unter Ä^ alle jenen Preise verstanden werden, die größer sind 
als der Einsatz JE; und seine Verlusterwartung ist 

wenn unter Äf^ alle jene Preise verstanden werden, die unter dem 
Einsatz liegen. Daß beide einander gleich sind, folgt aus 

n n n 

l 11 

daher ist auch 

n 

R^K^{^p,\Ä,-E\. (2) 

1 
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In gleicher Weise ergibt sich das Risiko zweiter Ordnung: 

n 

B, = B,''=^^p,\A,-E-I!:\, (3) 

1 

das der dritten Ordnung: 

n 

It,'-B,'^\^p,\A,-E-B-R,'\, (4) 

1 

USW. Die Summe E + R+B^'+B^' + • • • nähert sich mit wachsen- 
dem Zeiger dem größten Preis als Grenze. 

Bei demselben Einsätze E kann das Risiko R sehr yerschieden 
ausfallen je nach der Verteilung der Preise und der Wahrscheinlich- 
keiten^ sie zu erlangen. 

Als Beispiel wählen wir denselben Fall, an welchem schon Tetens^) 
den Begriff des Risiko erklärt hat. 

Auf jede Seite eines Würfels sei ein Preis von so viel Francs 
ausgesetzt, als sie Punkte trägt. Der vom Spieler hierfür zu be- 
zahlende Einsatz ist 

J5==|(l-h2 + 3 + 4-h5 + 6)-3| Frcs., 

das Risiko des Spiels beträgt 

Q < q 3 8 

das relative Risiko ist — : 3y ■= T7> so daß der Spieler — oder 21-=-®/^^ 

des Einsatzes als Prämie zu zahlen hätte, um sich gegen den Yerlust 
des Einsatzes zu sichern. 

Zahlt er diese Prämie, so ist seine gesamte Einzahlung 4-t- Frcs. 

und wird nur mehr von den Preisen 5 und 6 Frcs. übertroffen; 
sein Risiko ist nur mehr 



^»KI-^lD^ÄFr-^ 



das relative Risiko 7^:4-^ — t^; er hätte also — oder Ot^Vo des er- 

höhten Einsatzes als Prämie zu zahlen, um sich gegen den Verlust 
desselben zu versichern. 

2 

Hierdurch ginge aber sein Risiko, da die Einzahlung nun 4r|- Frcs. 
beträgt, über in 



1) 1. c. 
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^-Id + iD-rsFrcs., 



das relative Risiko betrüge ^ : 4y = — , und er hätte — oder 5— \ 

der Einzahlung an Prämie zu erlegen^ um sich gegen den Verlust 
jener Einzahlung sicherzustellen usw. 

Das Risiko nimmt also beständig ab, die zu leistenden Ein* 
Zahlungen nähern sich aber wachsend dem höchsten Preise von 6 Frcs. 
als Grenze. 

Wäre auf die Würfelseiten 4, 5, 6 je ein Preis von 7 Frcs., auf 
die andern kein Preis ausgesetzt worden, so wäre vom Spieler der- 
selbe EiQsatz von Sy Frcs. zu leisten; sein Risiko betrüge aber jetzt 

Sil 

das relative 1— : Sy =» y oder 50 % des Einsatzes. 

Und hätte der Unternehmer lediglich auf die Würfelseite 6 den 
Preis von 21 Frcs. ausgesetzt, so wäre bei dem gleichen Einsätze des 

Spielers, d. i. Sy Frcs., sein Risiko nunmehr 

er hätte somit 2^0 rSy = -^ ^^^^ 83y7o ^^^ Einsatzes an Prämie zu 

zahlen, um sich gegen dessen Verlust zu schützen. 

Es ist sonach unter den drei Formen des Spiels die erste die 
mindest, die dritte die am meisten gefährliche. 

124. Das BiBlko bei einer groBen AnzaM voneinander 
nnabh&ngiger, gleichartiger Einzelf&lle. Der Unternehmer setze 
auf das mit der Wahrscheinlichkeit p zu erwartende EintreflFen des 
Ereignisses F den Preis Ä aus und hebe dafür von dem Spieler den 
rechtmäßigen Einsatz E^pA ein. Wie groß ist sein Risiko, wenn 
er eine sehr große Anzahl s solcher Verträge, entweder mit dem- 
selben oder mit verschiedenen Spielern, abschließt?^) 

Die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis F in den s Fällen 

1) Man kann sich den Hergang etwa durch folgendes Schema verbild- 
lichen: Es liegen s gleichmäßig mit weißen und schwarzen Kugeln gefüllte 
Urnen vor, deren jede dem Ziehen einer weifsen Engel die Wahrscheinlichkeit 
jp verleiht; an jede dieser Urnen tritt eine Person heran und macht einen Zug; 
föi jede dabei erschienene weiße Kugel zahlt der Unternehmer den Preis. 
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{$p + T)'mal eintreflfe und (sq — iymal ausbleibe, ist näherungsweise 
ausgedrückt durch (vgl. Nr. 75) 

l»_ 



wenn q = l—p ist. Die von dem Unternehmer zu leistende Zahlimg 
ist dann {sp + T)Ä, während seine Einnahme sE^spA betragt; er 
erleidet somit einen Verlust vom Betrage lA, Sein Risiko würde also 
erhalten, wenn man die Produkte 



y^Ttspci 



lÄe 2'P« 



für alle zulässigen positiven l bildete und summierte. Diese Summe 
kann aber (vgl. Nr. 80, Schluß) mit hinreichender Genauigkeit durch 
das über alle positiven Werte von l ausgedehnte Integral der eben 
angeschriebenen Funktion ersetzt werden, so daß man hat: 



ir= 



y^nspq 



OD „ 

iWi^dl] 



zwecks Ausführung der Integration führe man mittels der Substitution 

= ^ die neue Variable t ein, und man findet so 

Y 2 8pq 



R'^Ay^ße-^dt^Äy^-i^. (1) 



Daraus folgt das relative Risiko 

Hiemach wächst das absolute Risiko R proportional mit der 
Höhe des Preises und proportional mit der Quadratwurzel aus der 
Anzahl der abgeschlossenen Unternehmungen, hängt aber überdies 
noch von dem Größen Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten ab; es wird 

in letzterer Hinsicht am größten für p = 3' = -ö"» 

Das relative Risiko aber nimmt im Verhältnis der Quadratwur^d 
aus der Anzahl der üntemehmimgen ab und kann daher durch Ver- 
größerung dieser Anzahl beliebig klein gemacht werden. Darin zeigt 
sich der wesentliche Unterschied zwischen einem einzelnen Glücks- 
falle und einem aus einer großen Anzahl gleichartiger FäUe bestehen- 
den Unternehmen. 
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Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. Der Unternehmer setze 
auf eine bestimmte Würfelseite den Preis von 6 Fres. aus und hebe 
dafür den Einsatz von 1 Frc. ein. Für einen einzelnen Fall betragt 

das absolute Risiko -^ Frc. oder SSy^/o ^^^ Einsatzes; um es zu 

decken, müßte der Unternehmer von dem Partner neben dem Einsatz 

von 1 Prc. noch eine Prämie von — Frc. einheben. Schließt der ünter- 

o 

nehmer 500 solcher Fälle ab, so ist sein absolutes Bisiko 19,94 Frcs., 
das relative aber sinkt auf 0,039894 oder etwas weniger als 4% des 
gesamten Einsatzes, so daß er, um es zu decken, von jedem Partner 

nur eine Zuschlagsprämie von — Frc. einzuheben brauchte. 

Es soll nun noch die Frage nach der Wahrscheinlichkeit erledigt 
werden, daß die von dem Unternehmer zu leistende Auszahlung sich 
von dem wahrscheinlichsten Betrage spÄ, der zugleich die Summe 
der von den Partnern gezahlten Einlagen darstellt, nicht mehr als 
um das Ä;-fache Risiko nach auf- oder abwärts entfernen werde. 

Dem BernouUischen Theorem zufolge kann die Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß sich die Wiederholungszahl von F zwischen die Grenzen 
sp — l und sp + l stellen werde, nahe genug durch 



'V^ß 



Vjspq 

dt 



ausgedrückt werden. Die Zahlung des Unternehmers fällt dann zwischen 
die Grenzen spÄ — lA imd spA + lA, Soll nun 

lA - TcR - hA"]/^ 
sein, so muß für l die nächste über 



liegende ganze Zahl genommen werden; nimmt man für l diesen letzten 
Ausdruck selbst, so wird 

k 

^-?s/-"«=*(ip?). (») 



und dies ist die verlangte Wahrscheinlichkeit. Ihr halber Betrag drückt 
ebensowohl die Wahrscheinlichkeit eines das Ä- fache Risiko nicht 
tibersteigenden Gewinnes wie die eines gleichgearteten Verlustes aus. 

G 2 u b e r , Wahnoheinlichkeitsrechnong. L 2. Aufl. 15 , (^ O O q1 P 
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Da Y die Walirscheinliclikeifc eines Verlustes überhaupt ist, so bedeutet 

P auch die Wahrscheinlichkeit, daß, wofern ein Verlust eintritt, er 
unter dem Ä- fachen Risiko verbleibt. 

Mittels der Tafel I findet man, daß für 

Z;= 1 2 3 4 5 6 

P = 0,31006 0,57498 0,76863 0,88945 0,95392 0,98332. 

125. Das sogenannte mittlere Risiko. Wenn man jede 
Differenz zwischen einem Preise Ä^ und dem Einsatz E des Spielers 
als eine Abweichung bezeichnet, so stellt sich nach den Ausführungen 
in Nr. 123 das Risiko als der halbe Mittelwert der absoluten Be- 
träge aller Abweichungen; dies ist der Inhalt der dort abgeleiteten 
Formel (2): 



^=I2ai^~^|5 



dagegen ist — bei einem geordneten Unternehmen — der mittlere 
Wert der Abweichung selbst gleich Null, d. h. 



2i),(^-£)=o, 



wie ebenfalls dort gezeigt ist. 

Man kann nun daran denken, zur Charakterisierung eines Tom 
Zufall abhängigen Unternehmens einen andern Mittelwert der Ab- 
we^chunge^ zu yerwenden; als ein solcher bietet sich schon aus prak- 
tischen Erwägungen der folgende dar: 



y^ 



M^y 2;PiiA-Er; (1) 

1 

er hebt den Zeichenunterschied der Abweichungen in einfacher Weise 
auf und läßt große Abweichungen stärker heryortreten, als wenn deren 
erste Potenzen in Rechnung gezogen werden, was eine strengere Be- 
urteilung der Yerlustgefahr erwarten läßt. Nach einer in einem andern 
Gebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung (s. Fehlertherorie) üblichen 
Nomenklatur wäre M als die mittlere Abweichung zu bezeichnen; es 
ist dafür auch der Name mittleres Bisiko vorgeschlagen worden. ^) 

Wenn es sich um einen einzelnen Glücksfall handelt, so leistet 
die Größe M nicht genau dasselbe wie das Risiko; setbstverständlich 
kommt ihr auch nicht dessen materielle Bedeutimg zu. Angenommen, 

1) S. die bereits zitierte Arbeit F. Hausdorffs. Dem WeBen nach kommt 
dieser Begriff schon in C. Bremikers Schrift: Das Bisiko bei Lebensversiche- 
rungen (Berlin 1869) vor. 
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auf das mit der Wahrscheinliclikeit p zu erwartende Eintreffen von F 
sei der Preis Ä ausgesetzt, wälirend im Falle des Nichteintreffens der 
Spieler seinen Einsatz E^pA an den Unternehmer verliert, so ist 
das Bisiko 

das mittlere Risiko 

M^ypiA-Ey+qE'^Ey^', 

unter allen Umständen ist also M> B. Wenn femer bei zwei Glücks- 
fällen mit demselben Einsatz die Risiken B\ B" in der Beziehung 
B' > ü" zueinander stehen, so findet auch die Relation M' > M" 

statt. Aber das Verhältnis -^r=^ kann erheblich verschieden sein 

M 

B' 
von -^. 

Anders gestaltet sich die Sachlage, wenn es sich um eine große 
Anzahl gleichartiger und voneinander unabhängiger Unternehmungen 
handelt; dann steht, wie gezeigt werden wird, das mittlere Gesamt- 
risiko (des Uniemehmers oder der Vereinigung aller Spieler) zu dem 
eigenüichen Gesamtrisiko in einem konstanten, von den Wahrschein- 
Hchkeiten unabhängigen Verhältnis, so daß in einem solchen Falle 
die eine Größe ebenso geeignet ist wie die andere, die Verlustgefahr 
oder Gewinnaussicht des Unternehmens zu kennzeichnen. 

Schließt nämlich der Unternehmer s Verträge von der oben be- 
schriebenen Art ab, wobei s eine sehr große Zahl sein soll, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß seine Leistung spÄ — lÄ oder spÄ + lÄ 
betragen, die Abweichung also, vom Vorzeichen abgesehen, lÄ sein 
werde, näherungsweise durch 



y2 7tspq 



ausgedrückt (s. Nr. 75). Man erhielte also M^ durch Multiplikation 
dieses Ausdrucks mit (lAy und Summierung des Produktes über alle 
zulässigen Werte von l. Statt dessen kann mit zureichender Genauig- 
keit das Integral 



y2n8pq 










genommen werden; führt man hierin die neue Variable t mittels der 
Substitution 

Y^spq 
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ein, 80 ergibt sich nach YoUziehang der Integration 

woraus dann 

M-'ÄYsp'q (2) 

folgt. Da nun gemäß der Formel (1) der vorigen Nummer das durch- 
schnittliche Risiko für denselben Fall 

f an 

beträgt) so ist tatsächlich das Verhältnis -^ konstant, und zwar ist 
-±^ =, 0,39894 sein Wert, so daß 

R ^ M]/^ = 0,39894 M (3) 

ist. 

Das Bechnen mit der mittleren Abweichung bietet den Vorteil, 
daß man die mittlere Abweichung, welche aus einer Reihe verschie- 
denartiger Unternehmungen resultiert, die voneinander unabhängig 
sind, leicht berechnen kann, sobald die den einzelnen Unternehmungen 
entsprechenden mittleren Abweichungen bestimmt sind. Nach den 
einleitenden Entwicklungen zu den Tchebycheff sehen Sätzen, Nr. 120, 
ist nämlich der Mittelwert des Quadrates einer Summe von Größen, 
deren Mittelwerte selbst einzeln Null sind, gleich der Summe der 
mittleren Quadrate der einzelnen Größen, wie sich dies aus der dor- 
tigen Gleichung (6) ergibt, wenn man darin a ^0, 6 = 0, c = 0, • • • 
setzt. 

Hat demnach jemand mehrere voneinander unabhängige Verträge 
abgeschlossen, aus welchen die mittleren Abweichungen M^^ Jf^, JSfj, • • • 
hervorgehen, so ist die totale mittlere Abweichung oder das mittlere 
Gesamtrisiko M durch die Gleichung 



M^ym + -afi + ifi + • • • (4) 

gegeben. Über die wirklich beobachtete Totalabweichung aber läßt 
sich nach dem ersten Satze von Tchebycheff das folgende Wahr- 
scheinlichkeitsurteil aufstellen: 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die aus mehreren Unternehmungen mit 
den mittleren Abweichungen M^, M^, M^, • • • hervorgehende Gesamt- 
abweichuny zwischen die Grenzen 

- ayMl + M\+Ml + -' und aYM\+ M\ + M\ + - - ^ 

fdUe, ist größer als 1 ^ • 
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Besteht jede der üntemehmimge& selbst wieder aus einer großen 
Anzalil gleichartiger Fälle, so können die M^, Jf,, M^, • • • nach der 
Formel (2) gerechnet werden. Zwischen M und dem Gesamtrisiko JR 
besteht auch dann die durch (3) ausgedrückte Beziehung. 

Um dies zu erweisen, denken wir uns zwei Unternehmungen 
mit «1, beziehungsweise s, Verträgen, mit den Preisen Ä^, A^ und 
den Wahrscheinlichkeiten p^, pj, diese zu erlangen. Die Wahrschein- 
lichkeit, daß sich die Abweichung Ij^Ä^ + Zj^ einstelle, ist bestimmt 
durch das Produkt 



e 2*iPi9i . /> i»*p%9f 



y2 7C8^Piq^ V^ns^p^q^ 

dies Produkt, mit Ij^Ä^ + l^Ä^ multipliziert und über alle Werte von 
l^y l^ integriert, für welche l^Ä^ + ^2-^2 positiv ist, gibt das Risiko R 
Setzt man zur Abkürzung 



so wird hiemach 



..hh 

n 






^1 ~ -*, 






1/« K Ä.» 



+ 



V. 



ersetzt man ^^, ^ wieder durch ihre Werte und nimmt Rücksicht auf 
Formel (2), so wird 

y 2 n 
d. i. nach (4): 

R - -i= M - 0,39894 Jtf , (3*) 

wie bdiauptet worden. 

Sind also die Risiken der Einzeluntemehmungen, deren jede aus 
einer großen Zahl gleichartiger Einzelfalle besteht, bekannt, so setzt 
sich das Gesamtrisiko nach demselben Gesetz zusammen, wie es in (4) 
ausgesprochen ist, daß nämlich 

lt^yR^ + Ri + Rj~+T7, ^ (4) 

ist. 
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Es mag nun noch die Frage nach der Wahrscheinlichkeit beant- 
wortet werden, daß die aus dem Unternehmen, welches durch die 
Gleichung (2) gekennzeichnet ist, hervorgehende Abweichung das 
Ä-fache mittlere Risiko M nicht übersteige, mit andern Worten, daß 
die von dem Unternehmer zu leistende Zahlung von der wahrschein- 
lichsten spÄ dem Betrage nach nicht mehr als um JcM abweiche. 

Nach dem BernouUischen Theorem fallt die Wiederholungszahl 
von F mit der Wahrscheinlichkeit 




zwischen die Grenzen sp — l und sp + l, die zu leistende Zahlung 
also zwischen spA — lA und spA + M; soU nun 



lA =» ÄJf = kAYspq 
sein, so ist für l der Wert kYspq zu setzen; mithin ist 



p_-Ly;.,,_*(_^) 



(6) 



die verlangte Wahrscheinlichkeit. 

Mit Hilfe der Tafel I findet man, daß die Werte 

k = 1 2 3 4 

P = 0,68267 0,95449 0,99730 0,99994 

9978 
zusammengehören. Man hat also mit der Wahrscheinlichkeit jqööö 

zu erwarten, daß die Abweichung nicht über 3 Jf betragen werde; mit 
der gleichen Wahrscheinlichkeit ist zu erwarten, daß, wenn ein Ver- 
lust eintritt, er diese Grenze nicht überschreitet. 

Die Frage, welchen Fonds der Unternehmer bereit halten soll, um 
aus ihm eingetretene Verluste zu decken, läßt eine apodiktische Beant- 
wortung nicht zu; absolute Sicherheit bestände nur in dem Falle, 
wenn jener Fonds die Höhe des größtmöglichen Verlustes hätte. Sobald 
er niedriger ist, besteht nur ein gewisses Maß von Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß er ausreichen werde. Mit welchem Maß von Wahrschein- 
lichkeit man sich begnügen soll, kann aber niemals Gegenstand einer 
Rechnung sein, hängt vielmehr von dem subjektiven Ermessen ab. 
Durch Wittsteins Darstellung vom mathematischen Risiko zieht 
sich der Gedanke, als ob dieses das einzig richtige Maß des Sicher- 
heitsfonds wäre, und als ob es zur Deckung oMer Verluste ausreichte. 
Aus der Zusammenstellung am Schlüsse der vorigen Nummer geht 
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indessen hervor, daß, wenn ein Verlust eintritt, er nur mit der Wahr- 

31 

scheinlichkeit j^ unter dem Risiko verbleibt, und daß man den Fonds 
auf das doppelte Risiko erhöhen müßte, um mit der Wahrschein- 
lichkeit Y^ erwarten . zu dürfen, er werde ausreichen. Um aber 

solche Wahrscheinlichkeitsschlüsse über die Höhe des Fonds oder der 
einzuhebenden Zuschlagsprämie machen zu können, kann man sich 
ebenso gut auf das mittlere Risiko stützen und die obenstehende 
ZifiFemreihe benutzen.^) 

126. Beispiel LIV. Ein Unternehmer habe folgende Verträge 
cbgescTüossen: 

300 Vertr. auf den Prais von 2000 Frcs., zahlbar mit der WahrscL t^, 

gegen den Einsatz von 40 Frcs., 
200 Vertr. auf den Preis von 3000 Frcs., zahlbar mit der Wahrsch. -r^ , 

gegen den Einsatz von 30 Frcs., 
400 Vertr. auf den Preis von 4000 Frcs., zahlbar mit der Wahrsch. -^ , 

gegen den Einsatz von 20 Frcs., 
600 Vertr. auf den Preis von 5000 Frcs., zahlbar mit der Wahrsch. g^, 

gegen den Einsatz von 10 Frcs., 

Es ist sein mittleres und sein durchschnittliches Bisiko m be- 
stimmen. 

Gemäß der Formel (2) der vorigen Nummer sind die Quadrate 
der mittleren Risiken in den vier Gruppen: 

4000000 . 300 . ^ ^ 4^ == 23520000 

9000000 • 200 • :r^ • :r®|r = 17820000 

16000000 • 400 • 2ÖÖ • ^ - 31 840000 

25000000 . 600 • i4 • ^ = 29940000 



103120000; 
hieraus berechnet sich nach der Formel (4) das mittlere Gesamtrisiko 



Jlf = ]/103 120000 = 10155 Frcs. 
tind daraus nach Formel (3*) das durchschnittliche Gesamtrisiko 
R == 0,39894 . 10155 = 4051 Frcs. 



1) Vgl. hierzu Hausdorff, 1. c, p. 515 ff. 
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Da nun die gesamte Einnahme des Unternehmers 
300 . 40 + 200 . 30 + 400 • 20 + 600 • 10 = 32000 Frcs. 

beträgt, so macht das mittlere Risiko beiläufig 31 j, das durchschnitfr- 

liehe 12—% der Einnahme aus. Wollte also' der Unternehmer einen 

dem mittleren Risiko gleichkommenden Sicherheitsfonds gründen, — 
und er hätte dann die Wahrscheinlichkeit 0,68267, daß er damit aus- 
reichen werde — so müßte er bei gleichmäßiger Aufteilung auf die 

3 

Teilnehmer deren Einsätze um je 31 — % erhöhen. 

Bei zehnfacher Anzahl der Verträge in jeder Gruppe würde das 
mittlere (und das durchschnittliche) Risiko nur ]/lO-mal, die Ein- 
zahlung aber 10-mal größer; der Prozentsatz verminderte sich dadurch 
im Verhältnisse "j/lO : 10 und betrüge bezüglich des mittleren Risiko 
nur noch 9,6, bezüglich des durchschnittlichen 3,9 7o- 

127. Eine andere AnfZiassnng des Bislkoproblems. In 
einer Abhandlung^), welche das Risikoproblem vom Standpunkte des 
Versicherungswesens behandelt, wo ihm tatsächlich die größte Be- 
deutung zukommt, übt Küttner an dem bisher üblichen, dem Wesen 
nach auf Tetens zurückfuhrenden Risikobegriff Kritik, spricht ihm 
die Eignung zur Lösung der Hauptfrage nach der Höhe des zur 
Deckung eventueller Verluste erforderlichen Fonds ab und schlagt 
einen anderen Weg vor, der nach seiner Anschauung der Natur der 
Sache besser entspricht. 

Bevor auf den wesentlichen Inhalt seiner Theorie eingegangen 
wird, sei bemerkt, daß die Kritik sich zum Teil gegen Auffassungen 
wendet, die heute nicht mehr bestehen. Wenn früher bei einzelnen 
Autoren die Meinung bestand — im Vorstehenden ist beispielsweise 
auf Witt st ein hingewiesen worden — , das durchschnittliche Risiko Jß 
sei jene Summe, durch deren Vorhandensein der Unternehmer gegen 
alle aus den Abweichungen des wirklichen von dem wahrscheinlichen 
Verlauf möglicherweise entstehenden Verluste gesichert sei, so hat die 
neuere Literatur mit dieser Aui^assung gebrochen und sieht in dem 
durchschnittlichen und mittleren Risiko zunächst nur einen Maßstab^ 
nach welchem verschiedene Unternehmungen auf ihre Verlustgefahr 
miteinander verglichen werden können, nicht aber die unmittelbare 
Größe des zur Sicherung gegen diese Gefahr notwendigen Fonds; 
eine von willkürlichen Festsetzungen freie Bestimmung dieses Fonds 
erweist sich, weü Wahrscheinlichkeitsurteile im Spiele sind, als un- 
möglich, und auch Küttner ist zu solchen Festsetzungen genötigt. Was 

1) Das Risiko der Lebensversichernngs- Anstalten und Unterstütznngskassen. 
V^eröfPentlichungen des Deutseben Vereins für Versicher. -Wissensch. Berlin 1906. 
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die Bekämpfung des Einzelrisiko anlangt^ so kann ihr so weit zugestimmt 
werden^ als dem Einzelrisiko eine praktische Bedeutung ebensowenig 
zugesprochen werden kann wie der einzelnen mathematischen Hoffnung 
und wie der Wahrscheinlichkeit in bezug auf den einzelnen Reali- 
sierungsfall; dagegen kann gegen das Einzelrisiko^ wenn es als Mittel 
zur Yergleichung verschiedener ZufaUsuntemehmungen und als Element 
zur Bildung des Gesamtrisikos verwendet wird, kein Einwand erhoben 
werden. 

Küttner bringt die Vorstellung des Risikos eines ZufaUsunter- 
nehmens mit dem größten Verluste in Verbindung, der dabei ein- 
treten kann, und sein Ziel ist die unmittelbare Bestimmung der zur 
Deckung des eventuell eintretenden Verlustes erforderlichen Summe, 
die er in Gegensatz stellt zur mathematischen Hoffnung, auf der sich 
der übliche Risikobegriff aufbaut. Seine Definition ist aber nicht so 
geartet, um darauf ohne weiteres eine Analyse gründen zu können; 
er versteht unter Risiko überhaupt die MöglichJceit, daß das Massen- 
^id^) einen Verlust erleidet durch den nicht rechnungsmäßigen Ablauf 
der maßgebenden Ereignisse, und unter Größe des Risiko die Differenis 
zwischen der möglichen und der rechnungsmäßigen Ausgabe für das ganze 
Massenspiel, 

Die Durchführung dieser Gedanken besteht in den wesentlichen 
Zügen in folgendem. 

Ein Unternehmer schließe mit einer großen Anzahl s von Spielern 
-4^(i = 1, 2, • • • s) Verträge ab, die sich auf eine Reihe von einander 
ausschließenden Möglichkeiten beziehen; die diesen Möglichkeiten ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeiten p^j^ (Ä =» 1, 2, • • • co) ergänzen sich 
also zur Einheit; der von dem einzelnen Spieler eingehobene Einsatz E^ 
entspreche seiner mathematischen Hofi&iung; der Unterschied zwischen 
der Auszahlung im Falle k und dem Einsätze — er heiße S^^ — wird 
für den Unternehmer einen Verlust bedeuten, wenn er positiv, einen 
Gewinn, wenn er negativ ist; zugleich besteht bei der Anordnung des 
Spieles für jedes i die Relation 

J*i'«'S« = 0. (1) 

1 

Entwickelt man das Produkt*) 



1) Wir benützen diesen Ausdruck zur Bezeichnung eines jeden vom Zufall 
abhängigen Massenuntemehmens. 

2) Man vergleiche hierzu die auf denselben Gedanken beruhende Analyse 
in Nr. 93. 
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nach den Potenzen von c, so bedeutet der Koeffizient von ^^V^^ nach 
seiner Zusammensetzung aus den p^^ die Wahrscheinlichkeit P^, daß 
die Differenz zwischen der Summe aller Auszahlungen und der Summe 
aller Einsätze gleich x sei; multipliziert man also T mit e~**l^und 
integriert das Produkt in bezug auf t zwischen den Grenzen —yt 
und X, so ergibt sich 

n 

Tdx = 2 «P,. 



/= 



Durch Entwicklung der Exponentialgröße in dem allgemeinen 
Faktor von T bis auf Glieder zweiter Ordnung^) in x geht dieser 
Faktor wegen (1) über in 



l-?^i>a^., 



und entwickelt man weiter IT bis zur selben Ordnung, so ergibt sich 
schließlich: 



f. . " ""<»*•?* 



1 1 

Mit Hilfe dieser Elementai*wahr8cheinlichkeit findet sich die 
Wahrscheinlichkeit SB (—9, q), daß x in das Intervall (—9, q) falle: 

^(-9,Q) = :^Je-''dt, (2) 



wobei zwischen y und q die Beziehung besteht: 






P,A. (3) 



Wählt man SB (— 9, ()) genügend groß — und in dieser Wahl 
liegt die unvermeidliche Willkür — , so ergibt das zugehörige q jene 
Grenze, welche der eventuelle Gesamtverlust aus dem Massenspiel mit 
der angenommenen Wahrscheinlichkeit nicht überschreitet, und in 
diesem absoluten Risiko, wie es Küttner nennt, erblickt er das kor- 
rekte Ausmaß für den Verlustdeckungsfonds. Wie man sieht, ist 



1) Diese Beschränkung stützt sich auf die Voraussetzung, die Zahlungsein- 
heit sei so groß gewählt, dsß sämtliche S^j^ genügend kleine echte Brüche sind. 
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dieses absolute Risikos nicht eine feste, sondern eine schwankende 
Größe, die davon abhängt, bei welcher Wahl von SB (— 9, q) man 
sich über die Zulänglichkeit des Fonds beruhigen wiU. Küttner 

999 

selbst schlägt y =- 2,33 vor, wofür SB etwas wenig über j^ be- 
trägt; das absolute Risiko wird dann^) 

p = 3,3]/22i>«S?,. (4) 

1 1 

Nun aber ist, wie ein Blick auf die Gleichung (1) in* Nr. 125 
lehrt, der Wurzelausdruck nichts anderes als das dem vorliegenden 
Massenspiel entsprechende mittlere BisiJco M, so daß man wieder dahin 
gelangt, den erforderlichen Verlustdeckungsfonds durch ein Vielfaches 
des mittleren Risiko (oder des durchschnittlichen, das ja zu dem 
mittleren in einem festen Verhältnis steht) zu bemessen in dem Be- 
wußtsein, daß seine Zulänglichkeit nicht sicher, aber in hohem Grade 
wahrscheinlich ist, wie dies schon am Schlüsse von Nr. 125 aus- 
geführt wurde. 

Küttners Theorie führt also nur scheinbar zu einem neuen 
Risikobegriff; in Wirklichkeit ist sein absolutes Risiko nichts anderes 
als ein willkürlich festzusetzendes Vielfaches des mittleren Risikos. 

§ 3. Die moralische Erwartung. 

128. Die Hypothese von Daniel Bemonlli. Die Beurteilung 
vom ZufaU abhängiger Unternehmungen auf Grundlage des Prinzips 
der mathematischen Erwartung richtet sich lediglich nach den mög- 
lichen Gewinnsummen und Verlusten und nach den Wahrscheinlich- 
keiten, mit welchen sie zu erwarten sind, und sieht von den persön- 
lichen Verhältnissen der Beteiligten völlig ab; sie verdient deshalb 
die Bezeichnung einer objektiven Beurteilung. 

In der Wirklichkeit jedoch hält jede Person die Gewinnaussichten 
und Verlusterwartungen ihren Verhältnissen gegenüber, und wie 
mannigfach diese auch sein mögen, die Vermögenslage der Person 
wird dabei immer eine Rolle spielen. 

Daniel Bernoulli*) war der erste, welcher auf den Unterschied 
zwischen dem physischen Wert einer Geldsumme und dem mit ihr 



1) Bei Küttner steht der Faktor 3,6, weil er auch eine die Verlust- 
gefahr begünstigende Unsicherheit der Wahrscheinlichkeiten p.j^ in Rechnung 

zieht. 

2) Specimen Theoriae Novae de Mensura Sortis. Comm. Ac. Petropol. V, 
1738. Deutsch mit Noten von A. Pringsheim und einer Einleitung von 
L. Fick. Leipzig, 1896. 
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verbundenen Vorteile, dem durch sie geschafiFenen Nutzen, den er in 
Geld ausgedrückt als den relativen oder moralischen Wert dem 
physischen gegenüberstellte, und auf den Einfluß aufinerksam wurde, 
den das Vermögen der Person auf die Bildung dieses Wertes ausübt. 
Er stellte hierüber die folgende Hypothese auf: 

Der aus einem beliebig Meinen Vermögenszuwachs resultierende 
Vorteil, oder sein moralischer Wert, ist dem Zuwachs seihst direkt, deni 
vorhandenen Vermögen umgekehrt proportional. 

Erfährt also das momentane Vermögen x einer Person den Zu- 
wachs dx, so ist der moralische Wert dieser Änderung 

dy=Äf , (1) 

wobei k eine von den sonstigen Umständen der Person abhängige 
Eonstante bedeutet. Hat sich das Vermögen von dem Anfangswerte a 
durch derlei kleine Änderungen in den Endbetrag x umgewandelt, so 
ist der moralische Wert dieser endlichen Änderung 



X 

^ Cdx 



U-l- (2) 



Bernoulli hat über die Beurteilung des Vermögens einer Person 
solche Bestimmungen aufgestellt, welche die Fälle a = und a < 
ausschließen. So erblickt er Vermögen auch in der Fähigkeit eines 
nichts oder gar nur Schulden besitzenden Menschen, seine Existenz 
durch Arbeit oder selbst durch Betteln zu erhalten; denn ein solcher 
würde auch gegen eine gewisse Geldsumme, gegen Bezahlung der 
Schulden und ein darüber hinausgehendes Geschenk auf die Ausübung 
jener Tätigkeit nicht verzichten wollen. 

Die Formel (2) gibt y positiv oder negativ, je nachdem ein Ver- 
mögenszuwachs {x > a) oder eine Vermögensabnahme {x < a) statt- 
gefunden hat. 

Zu der Hypothese selbst ist zu bemerken, daß ihr erster Teil, 
wonach der Vorteil dem Zuwachs selbst proportional ist, wohl nicht 
angefochten werden kann; auch daß der Vorteil mit der Größe des 
bereits vorhandenen Vermögens abnehme, dürfte in den meisten Fällen 
zutreffen; daß er aber dieser Größe geradezu umgekehrt proportional 
sei, ist ohne Zweifel eine willkürliche Festsetzung, für deren Zulässig- 
keit nur die Übereinstimmung ins Feld geführt werden kann, welche 
zwischen den aus der Hypothese abgeleiteten Resultaten und den Ein- 
gebungen des gemeinen Verstandes besteht. 

Warum er annimmt, daß das Vermögen einer Person immer nur 
durch sukzessives Hinzutreten unendlich kleiner Elemente stetig nch 
vermehre, erklärt Bernoulli mit der Rücksichtnahme auf leichteres 
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Verständnis. Die Wirkung dieser Annahme liegt aber hauptsächlich 
in der Vereinfachung der Rechnungen.^) 

129. Die moralisohe Erwartimg. Bezüglich der Beurteilung 
eines Tom Zufall abhängigen Unternehmens auf Grund seiner Hypo- 
these stellt BernouUi die Regel auf, daß man aus den relativen oder 
moralischen Werten der einzelnen in Aussicht stehenden Gewinne und 
Verluste mittels der ihnen zukommenden Wahrscheinlichkeiten den 
Mittelwert zu bilden und sodann die diesem Mittelwert entsprechende 
Änderung des ursprünglichen Vermögens zu bestimmen habe; diese 
sei ein Wertmaß für das betreffende Unternehmen in Ansehung der 
betrachteten Person. Diese Größe ist es, welche später, von Laplace*), 
als moralische Hoffn/ung oder Erwartung bezeichnet worden ist. 

Die Durchführung des entwickelten Gedankens stellt sich wie 
folgt dar. 

Einer Person, deren Vermögen den Wert a hat, stehen die Ver- 
mögensänderungen a, ß, y, • ' ' mit den bezüglichen Wahrscheinlich- 
keiten p, Q, f, • • • bevor; Gewinne werden positiv, Verluste negativ 
in Rechnung gebracht; mit der Festsetzung, daß p + q + r + - - - ^ 1 
sein soll, wird ausgesagt, daß von den Änderungen nur eine wirklich 
eintreten kann und auch eintreten muß. 

Die relativen Werte jener Änderungen sind 

M."-+^, kl.^^+£, M."-+^, ...; 
der Mittelwert dieser Beträge ist 

d. i. 

a ' 

ist h die Vermögensänderung, die eine diesem Mittelwerte gleiche 
relative Bedeutung besitzt, so besteht die Gleichung: 

Jcl . ?dl^ = ]cl . (a+«)^(a + g)^(a + yr-' 
a a ' 

aus welcher sich die moralische Erwartung 

h^{a + ay(a + ßy(a + yy a (3) 

ergibt. 



1) Betrachtungen über die Bedeutung dieser Annahme und ihre Vergleichung 
mit einer andern, von Buffon herrührenden, wonach die moralische Bedeutung 
einer endlicJien Vermögensänderung ihr seihst direkt, dem durch sie geänderten 
Vermögen mngekehrt proportional angenonmien wird, stellt H. E. Timerding 
in dem Aufsätze „Die Bemoullische Werttheorie" an; Zeitschr. f. Mathem. u. 
Phys., 47 (1902), p. 825—828. 

2) Theorie analyt. d. prob., p. 482. 

Digitized by VjOOQIC 



L 



auf die ersten Potenzen der sehr kleinen echten Brüche — , — , 
a -^ a * ^ a * a ' 
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Sind die Beträge cc, ß, y, - - - sehr klein im Vergleich zu a, und 
beschränkt man sich bei der Entwicklung von 

ersten 
so wird 

und 

d. h. je größer das Vermögen der Person im Vergleich zu den er- 
warteten Gewinnsummen und Verlusten ist, um so naher kommt die 
moralische Hofi&iung der mathematischen. 

130. Folgerungen aus dem Begriff der moralisohen Er- 
wartung. 

1. Auch ein nach den Regeln der mathematischen Hoffnung ge- 
regeltes Unternehmen ist für jeden der Beteiligten von moralischem 
Nachteil 

Betragen in einem Glücksspiele oder einer Wette die Einsätze der 
Partner a, ß, sind i>, 2 = 1 — jp für sie die Wahrscheinlichkeiten zu 
gewinnen, und ist a das Vermögen des ersten Partners, so ist seine 
moralische Hoffnung 

h^{a + ßy{a — «)« — a. 

Ist nun das Spiel mathematisch geregelt, also pß ^ qa, so kami p 

durch —7-5, q durch —7-5 ersetzt und deshalb 

1 

h^[{a + ßY (a - «)/^«+/* - a 

geschrieben werden. Nun ist aber das geometrische Mittel einer An- 
zahl von Größen kleiner als das arithmetische^), folglich 

[(a + ß)" (a - «y]^ < ^Ja±R±l^"l = a, 

daher 

A<0. 

2. Ein Kaufmann, dessen Vermögen a ist, realisiert eine Summe tCj 
wenn ein Warenschiff glücklich einläuft, was mit der Wahrscheinlich- 

1) Man denke sich eine Zahl S in n Teile x^ y^ z, - - ' geteilt und bilde 

deren Produkt xye • • •; sobald in diesem zwei Faktoren ungleich sind, etwa 

Xf y, kann man es dadurch vergrößern, daß man diese ungleichen Fiüd»ien 

X I 1/ /x I t/\ ' 

jeden durcn ihr arithmetisches Mittel T^ ^ ersetzt, weil | ^ ^ j > a?y ist; 

man kann so mit der Vergrößerung des Produktes fortfahren, solange zwei nn- 
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keit p zu erwarten sein möge. Seine Verlusterwartung ist (l —p)cc, 
und gegen eine ihr gleichkommende Pramie möge er sich bei einer 
Anstalt gegen den Verlust versichern. Daß diese Versicherung für 
ihn von Vorteil ist, zeigt folgende Überlegung. 

Schließt er sie ab, so ist der Vermögenszuwachs 

a — {l — p) a == pcc 

sicher, und dieser hat für ihn den moralischen Wert 

a ' 

schließt er die Versicherung nicht ab, so hat er den Vermögens- 
zuwachs a mit der Wahrscheinlichkeit p zu erwarten, und der mora- 
lische Wert hiervon ist 

nun ist aber 

weiP) 

a +pa> (a + 0)^0^"^ 

ist; die Versicherung ist also tatsächlich von Vorteil. 

Sie bleibt es auch dann noch, wenn zu der Versicherungsprämie 
(1 — /)) a ein Zuschlag is kommt, solange dieser eine gewisse Gh*enze 
nicht überschreitet. Diese Grenze bestimmt sich aus der Gleichung 

a-\-pa — z /a-|-a\i> 
welche erfüllt sein muß, damit die nunmehr geltenden relativen Werte 



gleiche Faktoren darin vorkommen; den größten Wert nimmt aber das Produkt 

•B I 1/ I g I ... 

an, wenn alle Faktoren gleich und = — - ^ ' — ^ werden; somit ist 



^ /^ + y + ^ H — X" 



und daraus 

Im obigen Falle besteht das Produkt aus a Faktoren a -\- ß und ß Fak- 
toren a-^cc. 

1) Macht man in (4) m Faktoren gleich a-\-cc, n — m Faktoren gleich a 

und richtet die Zahlen m, n so ein, daß — =p wird, so ergibt sich 

[(a + .ra>»->"]-^< ^(^ + ") + (^-^^>^ 
d.h. 
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M "^^"-' und plf-^^^ 

einander gleich seien; sie gibt 

^ a + pcc —' (a + ccyä^'^. 

Hätte z. B. ein Kaufmann, dessen Vermögen a = 5043 Frcs. be- 
trägt, eine Schiffsladung im Werte a = 10000 Frcs. unterwegs, und 
betrüge die Wahrscheinlichkeit, mit welcher Schiffe der betreffenden 

Linie glücklich einlaufen, r^, so wäre die mathematische Versiche- 
rungsprämie ^ • 10000 = 500 Frcs.; ohne daß die Versicherung mo- 
ralisch nachteilig wird, verträgt diese Prämie einen Zuschlag bis 
zur Höhe 

19 i? i 

. z = 5043 + i^ . 10000 - 15043«> . 5043^ , 

d. i. 

;8f - 300 Frcs. oder 60% der Prämie.^) 

3. Es ist moralisch vorteilhafter, eine gefährdete Summe auf 
mehrere gleichartige Gefahren zu verteilen, statt sie ungeteilt einer 
solchen Gefahr auszusetzen.*) 

Wir begnügen uns, dies für die gleichmäßige Aufteilung auf zwei 
Gefahren nachzuweisen. 

Erwartet ein Kaufmann, dessen Vermögen a ist, ein Gut von dem 
Werte a mit einem Schiff, dessen glückliches Eintreffen mit der 
Wahrscheinlichkeit p zu erhoffen ist, so ist der moralische Wert 
dieser Erwartung proportional 

hätte er die Ladung auf zwei Schiffe dieser Art zu gleichen Teilen 
verteilt, so hätte er mit der Wahrscheinlichlceit p^ das Eintreffen des 
ganzen Gutes, mit der Wahrscheinlichkeit 2pq^ das Eintreffen der 
Hälfte und mit der Wahrscheinlichkeit q^ den Verlust des Gbnzen zu 
erwarten; der moralische Wert dieser Erwartung ist proportional dem 

Nun ist tatsächlich 

(a + aY (a + ^f"' a'^>(a + a)Paß ; 

^) Vgl. § 15 des Specimen. 

2) Crofton (Encycl. Brit. XIX, 1885, Art. 25) bemerkt, die Sentenz „es ist 
nicht gut, alle Eier in ein Nest zu legen** sei eine sprioliwörtliclie Anerkennung 
dieses Prinzips. 
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denn aus diesem Ansätze folgt: 

Ca + «)P--p(a-r|)*'"a^-«>l 
oder 

(a + ayp^ (a + |)*''' a'P^ > 1 
oder 



( I «\* 



-.>h 



und dies ist richtig, weil wegen 

(a + |) >ia+a)a 



auch 

(«+-3' 

> 



m>. 



{a + oc)a 
isU) 

131. Da« Petersbiirger Problem. Daniel Bernoulli wurde. 
zur Au&tellung der Lehre von der moralischen Hoffnung durch eine 
spezielle Au%abe geführt, die ihm sein Oheim Nicolaus Bernoulli 
vorlegte, nachdem er sie früher schon (1713) Montmort*) gestellt 
hatte. Es ist dies das Peterslmrger Problem, so genannt wegen seiner 
YeröflFentlichung in den Akten der Petersburger Akademie, das wie 
folgt lautet: „Peter wirft eine Münze so lange, bis sie Wappen zeigt; 
geschieht dies beim ersten Wurfe, so hat er Paul 1 Dukaten zu 
geben; wenn erst beim zweiten Wurfe, 2 Dukaten; wenn erst beim 
dritten Wurfe, 4 Dukaten, und so bei jedem späteren Wurfe doppelt 
80 viel, als wenn es im vorangehenden geßchehen wäre. Wie groß 
ist die mathematische Erwartung Pauls?" 

Die Rechnung gibt, da die Wahrscheinlichkeit der bezeichneten 

Fälle 2^, j, g^, • • • ist, für die Erwartung Pauls 

wenn, wie es dem Wortlaute der Aufgabe entspricht, das Spiel un- 
begrenzt fortsetzbar gedacht wird, einen unendlichen Wert, fordert 
daher auch einen unendlich großen Einsatz von Paul, und dies steht, 
wenn es überhaupt einen vernünftigen Sinn hat, mit der Erkenntnis 
im Widerspruche, daß niemand auf die Gewinnaussicht, welche das 

1) Laplace, Th^or. analyt. d. prob., p. 436 ff., hat den Nachweis für eine 
beliehige Anzahl gleicher Teile gegeben. 

2) Essai d'analyse sur les jeux de hazard (1714), p. 402. 

Gsnber, Wahrscheinliohkeitsreohnang. I. 2. Aufl. Dia^ifed bv CjOOQIc 
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Spiel eröffnet; einen nur einigermaßen erheblichen Einsatz leisten 
möchte. 

D. Bernoulli suchte nun diesen Widerspruch durch die An- 
wendung des Begriffes der moralischen Hoflftiung zu lösen, indem er 
zeigte, daß diese bei einem noch so großen Vermögen Pauls einen 
endlichen Wert besitzt und daher nur einen beschränkten Einsatz als 
vernünftig erscheinen läßt. 

Die moralische Hoffnung Pauls, wenn sein Vermögen a ist, drückt 
sich nämlich aus durch 

• Ä = (a + l)^(a + 2y{a + 4)« a, 

und dieser Wert ist endlich, weil das unendliche Produkt 

OD J_ 

für jeden Wert von a konvergieri Zunächst gilt dies von 

P(0)-Jj2'^, 
weil 

^J'(0)=-^2i'^ = y(l+| + ^^-^ + •..)==^2, 

wenn man bemerkt, daß die Reihe die Entwicklung von (1 — —\ 
vorstellt. Da weiter 



?|_ip(,)_^(, + _±,).-</7(i+.) 



ist, so hat man P(a)< 2(1 +a), wodurch die Konvergenz be- 
wiesen ist.^) 

Bezeichnet man mit x die Grenze, bis zu welcher Paul mit seinem 
Einsatz gehen darf, ohne einen moralischen Nachteil zu haben, so be- 
stimmt sich X aus der Gleichung: 

JLi.iL 

{a-x+iy(a-x + 2y(a-x + 4y a =- 0; 

setzt man a — x ^ a\ so wird 

x^(a' + iy(a' + 2)^(a' + 4) «". • • - a^• 

da aber bei einigermaßen großem a' das Verhältnis von x zu a' klein 
ausföUt, a' also wenig verschieden ist von a, so ist genau genug 

1) Pringsheim 1. c, Note 12. 
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JL J. Jl 
x^{a + iy(a + 2)* (a + 4)8 a 

oder für die Rechnung zweckmäßiger 

Man findet beispielsweise, wenn a = 100, fiir x den Wert 4,36 
(es genügen die ersten 15 Faktoren), wenn a = 100, a; = 6. 

Es entsteht aber die Frage, ob es erst der Theorie der moralisdien 
Hoffiiung bedurfte, um das Paradoxe an der Lösung zu beheben. Diese 
Frage ist zu vemeinen. Der Grund des sinnlosen Resultates: ein un- 
endlich großer Einsatz — liegt schon in der Stellung der Aufgabe, 
welche ein Spiel betrifft, das möglicherweise niemals endet und mög- 
licherweise von Peter die Auszahlung einer Gewinnsumme fordert, die 
größer als jeder noch so große Betrag, die in der Sprache der Ana-» 
lysis unendlich ist; das aber sind bloße Worte ohne realen Sinn. Die 
Aufgabe enthält also von Hause aus eine Bestimmung, die in ihren 
Eonsequenzen zu Ungereimtheiten führt. 

Beschränkt man das Spiel auf eine bestimmte Anzahl von Würfen, 
z. B. w, so hat es zunächst nur dann einen vernünftigen Sinn, wenn 
Peters Vermögen auch die Auszahlung des höchsten möglichen Ge- 
winnes 2**""^ gestattet. Der Einsatz bestimmt sich dann mit 

Jl.I J_ JL.Oj 1_ , 9n-l __??L 

und das Paradoxe zum mindesten ist verschwunden. Will man bei- 
spielsweise annehmen, Peter besitze 1 Million Dukaten, so kann er 
noch 2^® = 524068 auszahlen, sich also auf 20 Würfe einlassen, wofür 
ihm Paul einen Einsatz von 10 Dukaten zu leisten hätte. 

Aber auch damit ist nicht alles Bedenkliche beseitigt, wenn man 
erwägt, daß Wappen erst im fünften Wurfe erscheinen dürfte, damit 
Paul durch die Annahme des Spiels keinen Verlust erleide; die Wahr- 
scheinlichkeit hierfür ist aber nur — • Hier kommt nun der wesent- 
liche umstand zur Geltung, daß die mathematische Hoffnung für den 
Einzelfall keinen Anhalt bieten kann, daß ihre Bedeutung erst bei 
einem Massenspiel hervortritt, bei dem man erwarten darf, daß sich 
aUe Möglichkeiten nahe im Verhältnis ihrer Wahrscheinlichkeiten zu- 
tragen, so daß der dwrchschnüüich auf ein Spiel entfallende Gewinn 
dem dafür geleisteten Einsatz nahe kommt. Gerade bei dem vor- 
liegenden Spiel ist aber an eine solche Ausgleichung des Zufalls wegen 
der sehr großen Anzahl hierzu erforderlicher Spiele nicht zu denken. 
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Daß insbesondere der höchste Gewinn 2^^ in s Spielen mindestens 
einmal eintrete, hat die Wahrscheinlichkeit^) 



-i^-V'J' 



und soll diese auch nur den Wert ^ erreichen, muß s mehr als 
750000 betragen.«) 

182. Über die Bedeutung der Bemoullischen Hypothese. 

Die Lehre von der moralischen Hoffnung ist gewiß nicht geeignet, 
Unternehmungen, die auf zufälligen Ereignissen aufgebaut sind, zu 
regeln; dazu gibt das Prinzip der mathematischen Hoffiiung die allein 
richtige Grundlage. Wenn es sich aber darum handelt, verschiedene 
Unternehmungen in ihren Wirkimgen auf die Vermögenslage einer 
Person zu vergleichen, kann von ihr Gebrauch gemacht werden, und 
da führt sie, wie gezeigt worden, zu Resultaten, welche mit den Ein- 
gebungen des gemeinen Verstandes harmonieren; wäre ihre Leistung 
keine andere, als das mathematisch zu begründen, was die gesunde 
Überlegung an die Hand gibt, so hätte sie schon einen unbestreit- 
baren Wert. 

Aber die Bedeutung der Theorie, insbesondere der ihr zugrunde 
liegenden Hypothese, reicht weiter. Diese Hypothese ist zur Grund- 
lage der modernen Wertlehre geworden*). 

Die ältere Wertlehre betrachtete den Wert eines Gutes als eine 
ihm innewohnende Eigenschaft. Diese Auffassung stammte daher, 
daß man sich bloß an den Tauschwert hielt und annahm, Güter, 
welche gegeneinander vertauscht werden, müßten gleichwertig sein, 
eine irrige Anschauung, da ja bei wirklicher Gleichwertigkeit kein 
Anlaß zum Tausche vorhanden wäre. 

Die moderne Wertlehre, fast gleichzeitig begründet durch Jevons, 
Menger und Walras, betrachtet den Wert eines Gutes als eine Be- 
ziehung zwischen einem einzelnen wirtschaftenden Subjekt uud dem 
Gute; nach dieser Auffassung läßt sich 'der Wertbegrifif von der Vor- 
stellung einer bestimmten Menge des Gutes nicht loslösen. Aus 
diesem Zusammenhange geht aber der für diese Theorie grundlegende 
Begriff des Grrenmutzens hervor. Hierunter wird jener Nutzen ver- 
standen, den der letzte zur Verfügung stehende Teil des Vorrates an 
einem Gute für ein bestimmtes wirtschaftendes Subjekt hat, und nach 



1) S. Nr. 36. 

2) Vgl. hiermit H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung usw., p. 70—71; 
femer A. Pringsheim, 1. c, Note 10. Weiteres zur Geschichte des Peters- 
burger Problems s. d. Verf. Abhandl. in Grunerts Arch. 77 (1881). 

3) S. Ficks Einleitung zur deutschen Ausgabe des Specimen. 
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ihm bemißt sich der Wert einer Mengeneinheit des Gutes für das be- 
treffende Subjekt. 

Der Qrundgedanke der neuen Auffassung, wonach der Wert einer 
neu hinzutretenden Einheit eines Gutes als eine abnehmende Funktion 
der Anzahl der bereits im Besitze der betreffenden Person befindlichen 
Einheiten sich darstellt, ist in der Bernoullischen Hypothese ent- 
halten und hier zum ersten Male ausgesprochen worden; Bernoulli 
ging noch weiter, indem er über die Natur dieser Funktion eine be- 
stimmte Annahme machte, die sich vielfach als zutreffend erwiesen 
hat.^) Hermann^) war wohl der erste Nationalökonom, der auf diese 
Bedeutung der Hypothese hingewiesen hat. 

Sie ist indessen auch auf andere Gebiete übertragen worden, so 
von Fechner^) auf das Gebiet der Psychophysik, auf die Lehre von 
den Reizen und den durch sie hervorgerufenen Empfindungen; Friedr. 
Alb. Lange*) hat ihre Anwendbarkeit auf die Behandlung sozialer 
und politischer Probleme gezeigt. 



1) Allgemeine Betrachtungen über diese sogenannte „Wertfunktion^^ und 
einige Anwendungen auf wirtschaftliclie Fragen finden sich in dem unter Nr. 128 
zitierten Aufsatze Timerding s. 

2) Staatswirtschaftliche Untersuchungen. München 1832, p. 73. 

8) Elemente der Psychophysik. Leipzig 1860, I, p. 230; II, p. 10. 
4) Die Arbeiterfrage. Winterthur 1875, p. 118. 
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Zweiter Teil. 

Ausgleicliiingsreclinung. 



I. Abschnitt. Theorie der Beobachtangsfehler. 

§ 1. Das FeUergesetz. 

188. Ziel der Ausgleichungsrechnung. Wenn zur Bestimmung 
einer oder mehrerer unbekannter Größen Messungen in der gerade 
notwendigen Anzahl ausgeführt werden^ so bieten die Ergebnisse kein 
Mittel dar, um zu beurteilen, wie weit die aus ihnen abgeleiteten 
Werte der Unbekannten von den Beobaehtungsfehlern beeinflußt sein 
können. 

Sobald die Menge der ausgeföhrten Messungen das Maß des Not- 
wendigen übersehreitet, machen sich zwischen ihrem Ergebnisse Wider- 
sprüche bemerkbar, die ihren Grund in den Beobachtungsfehlem haben. 
Wül man alle Beobachtungen zur Bestimmung der Unbekannten heran- 
ziehen, so stellt sich ein eigenartiges Problem ein: Die Ergebnisse der 
Messungen so zu kombinieren, daß die Bestimmung der Unbekannten 
eindeutig werde; dies erfordert, damit die Widersprüche zu bestehen 
aufhören, Abänderungen an den Beobachtungsresultaten oder, wie 
man dies zu bezeichnen pflegt, eine Ausgleichung der Beobachtu/ngen. 

Zur Erläuterung mögen die folgenden Beispiele dienen. 

Sind zur Bestimmung einer physischen Größe mehrere unmittel- 
bare oder direkte Messungen gemacht worden, so äußert sich der 
Widerspruch in der Ungleichheit der einzelnen Ergebnisse. Hat man 
diese Ergebnisse zur Gewinnung eines Wertes jener Größe irgendwie 
kombiniert, so erfordert die Aufhebung der Widersprüche, daß man 
an jedem Messungsresultate eine Korrektur anbringe, welche es dem 
aus der Kombination gewonnenen Werte der Unbekannten gleich 
macht. 

Sind, um einen andern Fall zu betrachten, zwischen n von einem 
Punkte ausgehenden horizontalen Richtungen mehr als n — 1 Winkel 
gemessen worden, so werden sich einzelne der Winkel aus den ge- 
messenen Winkeln auf verschiedene Weise ableiten lassen, und in der 
Nichtübereinstimmung der Resultate äußern sich die Widersprüche. 
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Wieder wird es sich darum handeln^ alle Messungen zu einer ein- 
deutigen Bestimmung der gegenseitigen Lage der n Strahlen zu kom- 
binieren, und dies wieder wird mit einer Ausgleichung der Messungs- 
ergebnisse einhergehen. 

Hat man in einem ebenen Dreieck alle drei Winkel gemessen, so . 
werden die Ergebnisse der Messung vermöge der ihnen anhaftenden 
Fehler die von der Theorie geforderte Bedingung, zu 180® sich zu 
ergänzen, im allgemeinen nicht erfüllen; damit dieser Widerspruch 
mit der Theorie aufhöre, werden an den Messungsergebnissen Ände- 
rungen anzubringen sein, welche ihnen die Eigenschaft, die Winkel 
eines Dreiecks darstellen zu können, erst verleihen. 

Wir kehren nun zu der allgemeinen Betrachtung zurück. Die in 
dem Problem verlangte Kombination der Beobachtungen hat zunächst 
nur die eine Forderung zu erfüllen, daß sie zu einer eindeutigen Be- 
stimmung der Unbekannten führe. Dadurch ist aber die Methode 
ihrer Durchführung nach noch nicht gegeben, wird es auch dann nicht, 
wenn man die weitere Forderung hinzufügt, es sei unter allen Kom- 
binationen die vorteilhafteste zu wählen. Denn dazu wäre ein mathe- 
matisch verwendbares Maß für die Beurteilung der Vorteilhaftigkeit 
einer Kombination erforderlich; ein solches aber läßt sich a priori 
nicht angeben. 

Es liegt nahe, zu sagen, die vorteilhafteste unter allen Kombina- 
tionen sei diejenige, welche die Unbekannten mit den kleinstmöglichen 
Fehlern behaftet gibt. Da aber der Fehler einer Beobachtung selbst 
anbekannt ist, so wird man wenigstens Kenntnis darüber zu erlangen 
suchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit er innerhalb bezeichneter 
€rrenzen enthalten ist, um dann das Urteil über die größere oder ge- 
ringere Vorteilhaftigkeit einer Methode auf die größere oder kleinere 
Wahrscheinlichkeit stützen zu können, daß der Fehler der Unbekannten, 
wenn sie nach dieser Methode abgeleitet wird, zwischen gewissen 
Grenzen eingeschlossen sei. Dadurch wäre das Problem auf das Ge- 
biet der Wahrscheinlichkeitsrechnung übergeführt, und es bedürfte nur 
noch einer apriorischen Festsetzung über die Beziehung zwischen der 
Güte eines Messungsresultates und dem System der Fehler, welchen 
es unterworfen sein Jcan^, 

Dieser Gedankengang würde aber zu seiner strengen Durchfüh- 
rung erfordern, daß man die einzelnen störenden Ursachen auf ihre 
Wirksamkeit derart erforsche, um die Wahrscheinlichkeit angeben zu 
können, daß einer Beobachtung ein Fehler von bestimmter Größe zu- 
komme. Eine solche Einsicht in die Entstehung der Fehler zu er- 
langen, erweist sich aber als unmöglich; daher ist auch eine exakte 
Begründung der Theorie der Kombination von Beobachtungen in dem 
gedachten Sinne, nämlich aus dem wahren Gesetz der Wahrschein- 
lichkeit der Beobachtungsfehler, untunlich. 
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Wolil aber ist es möglich, eine solche Theorie auf ein allgemeinem 
ojoproximatives Fehlergesetz zu stützen. 

Neben der Bestimmung der Werte der unbekannten Größen geht 
noch eine andere Aufgabe der Ausgleichungsrechnung einher, die 
nämlich, aus den aufgetretenen Widersprüchen oder aus den an den 
Beobachtungsergebnissen zum Zwecke ihrer Ausgleichung anzubringen- 
den Korrektionen auf die Genauigkeü der Beobachtungen selbst und 
der aus ihnen abgeleiteten Resultate zu schließen.^) 

184. Bntstehuug der Fe}iler und ihre Einteilimg. Über 
die Entstehung der Beobachtungsfehler läßt sich zunächst mit Sicher- 
heit nur aussagen, daß sie aus dem Zusammenwirken vieler Ursachen 
hervorgehen, die, wenigstens zum großen Teil, unabhängig vonein- 
ander sind. Je komplizierter der zur Messung verwendete Apparat^ 
je mehr Eiüzelvorgänge zur Ausführung einer Beobachtung notwendig 
sind, um so größer die Anzahl der störenden Einflüsse. 

Bei jeder Gattung von Beobachtungen wird sich eine Gruppe von 
Ursachen erkennen lassen, welche das Resultat in systematischer Weise 
beeinflussen, derart, daß ihre Wirkung in angebbarer Weise von ge- 
wissen Umständen abhängt. Solche Ursachen erzeugen regelmäßige 
oder systematische y unter gleichbleibenden Umständen insbesondere 
konstante Fehler, So wird bei der Messung einer geraden Linie durch 
sukzessives Auftragen eines Meßstabes ein systematischer Fehler 
daraus entspringen, daß der Meßstab nicht genau in die Richtung 
der Geraden gebracht wird, die Länge der Geraden wird dadurch 
immer zu groß gefunden; die wechselnde Temperatur des Meßstabe» 
während der Messung zieht gleichfalls einen regelmäßigen Fehler nach 
sich, weil der Einfluß dieser Ursache sich mit der Temperatur syste- 
matisch ändert. An einem Winkelmeßinstrumente (Theodolith) wird 
jede bleibende Abweichung der einzelnen Bestandteile von den theore- 
tischen Vorraussetzungen die Quelle systematischer Fehler sein. Es ist 
Sache des Beobachters, derlei systematisch wirkende Fehlerursachen,, 
sei es durch Berichtigung des Instruments, sei es durch entsprechende 
Anordnung der Beobachtungen oder durch Berechnung des Einflusses 
.wenigstens bis auf kleine, der Wahrnehmung sich entziehende Reste 
unschädlich zu machen. Systematische Fehler sind also der Haupt- 
Sache nach verm eidlich. 

Dann bleibt immer noch eine meist große Anzahl von Ursachen,, 
teils in den verwendeten Beobachtungsmitteln, teils in Mängeln dea 
Wahrnehmimgsvermögens, teüs in äußeren die Messung begleitenden 
Umständen gelegen, deren Wirksamkeit insofern das Merkmal de» 

1) Eine gedrängte Zusammenstellung über die Begriffs- und Gedanken- 
bildungen der Ausgleichxmgsrechnung, ihre Nomenklatur, Literatur u. a. hat 
S. Wellisch gegeben: Theoretische und historische Betrachtungen über die Aus- 
gleichungsrechnung, österr. Zeitschr. für Vermessungswesen, Wien 1907. 
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Zufälligen an sich trägt, als sich über die jeweilige Ghröße des Ein- 
flusses und daröber, ob er in dem einen oder andern Sinne von der 
Wahrheit ablenkt, eine bestimmte Aussage nicht machen läßt. Die 
auQ solchen Ursachen entspringenden unvermeidlichen Fehler werden 
als idnregelmäßige oder jSufcUlige Fehler bezeichnet. Sie sind es, welche 
den Gegenstand der allgemeinen Fehlertheorie bilden. 

Über das Auftreten der zufalligen Fehler lehrt die Erfahrung in 
großen Zügen zweierlei: daß positive und negative Fehler gleichen 
Betrages nahe gleich häufig und kleine Fehler häufiger auftreten als 
die größeren, so daß bei jeder Art von Beobachtungen Fehler über 
eine gewisse Größe hinaus — wenn man von groben Irrungen absieht 
— nicht zu. erwarten sind. 

Diese Tatsachen lassen sich aus der Annahme des Zusammen- 
wirkens mehrerer unabhängiger Fehlerursachen unschwer erklären^). 

Angenommen, es würden bei einer Art von Beobachtungen drei 
Ursachen tätig sein, welche mit gleicher Leichtigkeit folgende Fehler 
erzeugen: 

1. Ursache: — 2, - 1, 

2. Ursache: - 1, 0, 1 

3. Ursache: - 1, 0, 1, 2, 3. 

Durch ihre Kombination können die Fehler 

-4_3_2-101234 (a) 

im Resultate entstehen, und zwar beziehungsweise auf 
136898631 



verschiedene Arten; so 1 


j:ommt z. B. der Fehler auf folgende Arten 


zustande: 








-2, -1, 


3 




-2, 0, 


2 




-2, 1, 


1 




-1, -1, 


2 




-1, 0, 


1 




-1, 1, 







0, -1, 


1 




0, 0, 







0, 1, 


— 1. 



Schon hier erkennt man die rasche Abnahme der Wahrscheinlichkeit 
und daher auch der zu erwartenden relativen Häufigkeit der Fehler 
mit der Zunahme des Betrages der letzteren. 



1) F. Pizzetti, I fondamenti matematioi per la criüca dei risultati speri- 
mentali. Atti della R. Universitä di Genova 1892, p. 121. 
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Wären bei einer Gattung von Beobachtungen acht unabhängige 
Ursachen wirksam^ deren jede einen Fehler aus der Reihe (a) mit 
gleicher Leichtigkeit hervorbringen kann, so würden sich die 
98 m= 43,046.721 möglichen Verbindungen der EinzeUehler auf die nun 
möglichen Werte des Resultatsfehlers von — 32 bis + 32 beiläufig 
wie folgt verteilen: 

rund 2300000 auf den Fehler 0, 

1500000 auf jeden der Fehler — 5 und + 5, 

950000 „ „ „ „ - 10 „ + 10, 

300000 „ „ „ „ -15 „ +15, 

50000 „ „ „ „ ~ 20 „ + 20, 

3500 „ „ „ „ -25 „ +25, 

36 „ „ „ „ —30 „ +30, 

1 ;; jy yy >f — 32 „ + 32. 

Die große Anzahl der Entstehungsarten der kleinen Fehler gegenüber 
der geringen Menge bei den großen Fehlem erklärt sich daraus, daß 
jene nicht bloß aus kleinen Einzelfehlem, sondern auch aus den 
größeren und großen hervorgehen können, wenn diese sich vermöge 
ihrer Vorzeichen zum großen Teil tilgen, während die großen Re- 
sultatsfehler nur aus großen Einzelfehlem vorherrschend gleichen 
Zeichens entstehen können. 

Aus dieser Betrachtung geht die Erkenntnis hervor, daß die 
relative Häufigkeit, mit welcher Fehler eines gewissen Größenintervalls 
in einer großen Anzahl von Beobachtungen zu erwarten sind, mit der 
Größe der Fehler in einem Zusammenhange steht. 

Wir gehen nun daran, diesen Zusammenhang, das Felüergesetz, 
approximativ darzustellen aus der Annahme, daß der Beobachtungs- 
fehler sich aus einer großen Anzahl von Elementarfehlern, entspringend 
aus verschiedenen unabhängigen Ursachen, zusammensetze, deren jeder 
nur sehr kleiner absoluter Beträge fähig ist. Wir folgen dabei im 
wesentlichen dem Gedankengange M. W. Groftons^). 

1) „On the proof of the law of errors of observations", Lond. Trans. 169 
(1869) und „Probability", Encycl. Brit. 19 (1886). — Zur Geschichte der andern 
Ableitungen des Fehlergesetzes auf dieser Grundlage vgl. des Verf.s „Theorie 
der Beobachtungsfehler*^ 1891, p. 61 — 97, sowie dessen „Bericht'^ im Jahresber. 
d. deutschen Mathematiker-Vereinigung, Vn (1899), p. 168 ff. — Aus jüngster 
Zeit seien hier drei Arbeiten angeführt: F. Hausdorff (Leipziger Ber. 1901, 
p. 166 — 178) zeigt durch seine Ableitung die Stellung des nach Gauß benannten 
Fehlergesetzes, zu dem die folgenden Nummern als Schlußresultat hinfuhren, als 
einer Appoximation allgemeinerer Entwicklungen, die ein Resultat in geschlos- 
sener Form nicht ergeben; charakteristisch für diese Entwicklungen sind die von 
Hausdorff eingeführten kanonischen Parameter, aus Durchschnittswerten der 
Fehlerpotenzen gebildet. — A. Sommerfeld (Boltzmann-Festschrift 1904, p. 848 
— 869) geht von Elementarfehlem aus, die innerhalb bestimmter Grenzen kon- 
stante Wahrscheinlichkeit haben. Bezeichnend für seine Arbeit ist die Anwen- 
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136. Ableitung des Fehlergesetses aus der Hypothelse 
der Elementarfehler. Es sei der Beobachtungsfehler x additiv 
zusammengesetzt aus den Elementarfehlem 



welche der Reihe nach 



f tf rrr 
6, S , € 



n\ n'\ n'" 



verschiedene Werte annehmen können. Dann ist 

o; = 5' + a" + r + • • • 

selbst n'n"W" • • • verschiedener Werte fähig. Statt dieses Produktes 
wollen wir eine für die ganze Untersuchung festbleibende Zahl N 
nehmen, jedoch so, daß die relative Häufigkeit der verschiedenen Werte 
von X dadurch nicht verändert wird. 
Diese relative Häufigkeit sei durch 

,-m (1) 

ausgedrückt in dem Sinne, daß zdx die Menge der Fehler bedeutet, 
welche in das Intervall {x, x + dx) faUen. . Dabei werde f{pc) als eine 
analytische Punktion vorausgesetzt. 

Diese Voraussetzung entspricht allerdings nicht der Wirklichkeit; 
denn diese schließt es in jedem besonderen FaUe aus, daß die Fehler- 
größe X als eine stetige Variable angesehen werde, da wir vermöge 
unseres begrenzten Wahrnehmungsvermögens und der begrenzten 
Teilung an den Instrumenten das Messungsresultat nur in gewissen 
Abstufungen zu konstatieren imstande sind. SoU aber eine alle Fälle 
umfassende Theorie aufgestellt werden, so bleibt nichts übrig, als sich 
mit gewissen Annahmen zufrieden zu geben, welche die Durchführung 
der Rechnung ermöglichen, und zu diesen Annahmen gehört auch die, 
daß nicht nur x eine stetige Variable, sondern auch f(x) eine stetige 
nach der Taylorschen Formel entwickelbare Funktion sei. 

Für N ergibt sich der analytische Ausdruck 






f(x)dx, 



dnng geometrischer Betrachtungen, die im zwei- und dreidimensionalen Gebiet 
beginnend zu höheren Bäumen und schließlich zum „Baume von unendlich vielen 
Dimensionen'^ fortschreiten. — Eine sehr eingehende kritische Untersuchung über 
die verschiedenen Ableitungen des Fehlergesetzes aus Elementarfehlern hat 
F. Y. Edgeworth (Law of Error, Cambridge Philos. Trans. XX, 1904, p. 86—65, 
113 — 130, Append. p. 131—141 und I — XIV) gegeben. Sie geht in wesentlichen 
Punkten über die früheren Arbeiten hinaus, so bezüglich des Grades der Approxi- 
mation, bezüglich der Voraussetzung über das Gesetz, nach welchem sich die 
Elementarfehler zum Gesamtfehler vereinigen (die übliche Annahme ist die ein- 
fache Summation); es werden auch „mehrdimensionale" Fehler, d.h. Fehler in 
der Ebene und im Baume in Betracht gezogen. 
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wenn g die Summe der unteren^ G die Summe der oberen Grenzen 
aller «W vorstellt. 

Es komme nun ein weiterer Elementarfehler b hinzu^ der föhig ^ein 
möge der n Werte e', e", • • • . Alle Fehler, welche aus Werten von x 
des Intervalls {Xy x + dx) durch Hinzufügung eines jeden Wertes 
von 6 erzeugt werden, fallen in ein gewisses Intervall (X, X + dJX), 
wobei allgemein X^x + s ist; ihre Anzahl ist darstellbar durch 

[f{X~e')-^f{X-e'^+...}dx, 

ihre relative Häufigkeit, wenn man wieder auf die frühere Gesamt^ 
2ahl N reduziert, durch 

Beschränkt man sich bei der Entwicklung in der Klammer mit 
Rücksicht darauf, daß die Beträge der Elementarfehler als sehr klein 
vorausgesetzt werden, auf die ersten und zweiten Potenzen von e',e\ • • •, 
so stellt sich die relative Häufigkeit des Gesamtfehlers x nunmehr 
dar wie folgt: 

e' + e'' + e'' + -^^. e^^ + e^-^ + r ^+ - - .. (2) 
Z^z z+ ^ ^, 

wobei /, je?" die erste und zweite Ableitung von f(x) bedeuten. 
Setzt man den mittleren Wert von e: 

e +e +e H 



n 
den mittleren Wert seines Quadrates: 



(3) 



60 ist kürzer 



-ß. (4) 



Z=j8r-a/+|-/'. (2*) 



Tritt ein weiterer Elementarfehler mit den charakteristischen 
GröBen c^, ß^ hinzu, so verwandelt er die relative Häufigkeit des 
Fehlers x in 



da nun 



Z -z-az +4^", 
Z ^ z — ccjs ' ' ', 

Z = z "-, 
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80 ist, wenn man bei Ghrößen der zweiten Eleinheitsordnung stehen 
bleibt, 

oder 

Z, - . - (« + «,>' + ^ + ft-"'-'' + ^- + -'^ " . (5) 

Es gehen also irgend zwei Elementarfehler in das Gesetz des zu- 
sammengesetzten Fehlers nur in den Verbindungen a + cc^y ß + ßt, 
a} + ^' ein; folglich werden alle Elementarfehler in dem Haufigkeits- 
gesetz des resultierenden Fehlers nur in den Verbindungen 

a +a^ +«2 +... = a, 

ß+ßi +ft +•• — &, (6) 

a* + ai' + V + ^ 

erscheinen, dieses Gesetz muß also die Form 

z^F{x, a, 6-c) (7) 

haben, da, wie in (5) zu bemerken, die Aggregate /J + A »nd a^ + a^ 
als Differenz auftreten. 

Um zur Kenntnis der Funktion F zu gelangen, lasse man einen 
Elementarfehler hinzukommen, dessen Mittelwert da ist, während das 
mittlere Quadrat neben diesem außer acht gelassen werden kann. 
Dann ist einerseits die Änderung der Häufigkeit Yon xi 



andererseits laut (2*): 


d^z^T^da, 
« da ^ 


folglich 


dz dz 
dx^ da' 



(8) 

woraus hervorgeht, daß x und a in jer nur in der Verbindung x — a 
erscheinen, so daß z die Struktur haben wird: 

z^F{x-a, b-c). (7*) 

Tritt femer ein Elementarfehler hinzu, dessen mittlerer Wert 
Null ist, während sein mittleres Quadrat db beträgt, so drückt sich 
die Änderung der Häufigkeit yon x einerseits durch 

dfjsf^^ldb, 



andererseits vermöge (2*) durch 

2 dx* 
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aus; darauB folgt^ daß 

Man denke sich weiter alle Werte der Elementarfehler in dem 
Verhältnisse 1 : r verändert; dann verändem sich in gleichem Ver- 
hältnisse auch die Werte von x und a, wahrend sich 6 und c im Ver- 
hältnis 1 : r^ verändern; drückt man die Tatsache aus^ daß nun in 
dem Intervall [rx, r(x + dxj] ebenso viele Fehlerwerte liegen, als 
früher in dem Intervall (x, x + dx) gelegen waren, so entsteht die 
Gleichung: 

F{x — a, b--c)dx^F[r(x — c)j r*(6 — c)]rda?, 
oder mit den Abkürzimgen 

geschrieben: 

Mit r = 1 + d, unter d eine sehr kleine Zahl verstanden, gibt die 
Entwicklung bis auf Größen der Ordnung d: 

woraus sich 

^ dz . o ^^ 

^U + ^^ld^ — ' (10) 

ergibt. Das allgemeine Integral dieser linearen partiellen Differential- 
gleichung lautet: 

Nun folgt aber aus ly = 6 — c, daß 

d£ dz_ 

und weiter aus (9) und 1^^ x — a, daß 
setzt man dies in (10) ein, so wird 

die linke Seite dieser Gleichung ist aber der partielle Differential- 

dz 
quotient von '»? ^ + 6^ ^ bezug auf |, und da er beständig = ist, 

so muß 
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lediglich Funktion von ri sein. Führt man hierin die allgemeine^ 
Losung (11) ein^ bo ergibt sich: 

Hiemach sollte eine Funktion von ^rf ^ identisch sein einer Funktion 
von 17; das kann nur stattfinden^ wenn beide konstant sind^ wemt 
also 

da aber nach (11) S und gj zugleich verschwinden, muß auch const. =« 0,. 
also 

,ff + b-0 (12) 

sein. 

Demnach hat man, mit der Abkürzung l^^rf^ = w, vermöge (11) 
und (12) zur Bestimmung von ^ die Gleichung: 

2 ^' (w) + ^ (w) = 0, 
aus der 

u 

folgt. Geht man nun von u auf |, 17 und von diesen auf die ur- 
sprünglichen Argumente x, a, &, c zurück, so ergibt sich als approxi- 
matives Gesetz der Häufigkeit des Fehlers x das folgende: 

Durch Division von zdx mit der Anzahl N aller Fehlerwerte,, 
welche sich durch das über diese Werte ausgedehnte Integral 



/' 



zdx 



darstellt, erhält man die Wahrscheinlichkeit eines in das Intervall 
(Xy x+dx) fallenden Fehlers; mit Rücksicht auf die außerordentlich 
rasche Abnahme von z mit wachsendem Betrage von cc dürfen dia 
Grenzen der Integration mit — 00 und + 00 angesetzt werden; da- 
durch ergibt sich: 

00 {x — af 00 

— 00 _o& 
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und für die erwuhnte Wahrscheinlichkeit der Ausdruck 

_ (x-g)» 

Den Koeffizienten yon da;^ d. i. die Funktion 

bezeichnet man als das Gesetz der Fehlerwahrscheitdichkeit oder kurz 
als Fehlergeseiz, 

Bemerkt sei, daß die Differenz h — c wesentlich positiv ist; denn 
nach (3) und (4) ist 

e'» + e"« + c"'* H {e + e" + g"^ + »••)« 



/J-a^ = 



n n' 

(1 + 1 + 1 + '") (e^»+e-« + e- + ...)^(e-+g-+g^^' + --)' 



n" 



>o, 



daher nach (6) auch 

6-c>0. 

Setzt man zur Abkürzung 

1 



2(6— c) 
80 wird in einfacherer Schreibweise 



A», (16) 



9) («) - -^ c-**(— »)* . (15*) 



Die Größe a bedeutet den mittleren Wert von x\ denn, weil 

^ ' \ ff \ ff \ 

aj=-fi+£+fi +••• 

und a, a", a'", • • • die mittleren Werte von «', «", «'", • • • sind, so ist 

a=«a+a+a +••• 

der mittlere Wert von x. Für a? =- a wird 9 (a?) ein Maximum; a ist 
somit der relativ wahrscheinlichste Beobachtungsfehler. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß der Beobachtungsfehler von diesem 
wahrscheinlichsten Betrage höchstens um 8 nach auf- oder abwärts 
abweiche, drückt sich durch 

P-;^ A- *"(*-«)* da? --^ A-'*rf^-*(Ä*) (17) 

a—6 

aus und kann bei bekanntem h mit Hilfe der Tafell oder 11 bestimmt werden. 
Über die Bedeutung des Parameters h wird später gesprochen 
werden. 
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136. Ableitung des Fehlergesetzes aus der Hypothese 
des arithmetischen Kittels. Es sei 92 (v)dv die apriorische Wahr- 
scheinlichkeit, einen Fehler zwischen den Grenzen v und v + dv zu 
begehen. 

Wir betrachten nun den praktisch einfachsten und wegen seines 
häufigen Vorkommens wichtigen Fall, daß eine unbekannte physische 
Größe, Xy w-mal unter — soweit die Wahrnehmung zu urteilen ge- 
stattet — gleichen Umständen (von demselben Beobachter, mit gleicher 
Sorgfalt, mit denselben Instrumenten u. dgl.) beobachtet worden sei, 
und daß man für sie die Werte Zj, l^, - - 'In erhalten habe. 

Die Wahrscheinlichkeit a priori, daß n unabhängige Beobach- 
tungen die Werte Zj, ^2? * * ' K ergeben werden, ist proportional dem 
Produkte 

cp{X-l,)g,{X-l,)...<p(X-l„); (1) 

dem analogen Produkte 

(p{x-l,)(p{x-^)"(p{x- ZJ (2) 

proportional ist nach dem Satze von Bayes (Nr 100) auch die Wahr- 
scheinlichkeit a posteriori, daß, wenn die Messung wirklich die Werte 
hf hf'''K ergab, x der wahre Wert der gemessenen Größe sei. 

Es entsteht nun die Frage: Welche Annahme über x ist auf 
dieser Erfahrungsgrundlage die vorteilhafteste? 

Darüber kann aber erst entschieden werden, nachdem man ein 
theoretisches Prinzip aufgestellt hat. Eines der ältesten Prinzipe, von 
denen Gebrauch gemacht worden ist, besteht darin, jenen Wert der 
Unbekannten als den vorteilhaftesten zu erklären, der den Ausdruck (2) 
zum Maximum macht, mit andern Worten: denjenigen Wert, welcher 
den bekannten Messungsergehnissen Fehler gmchreibt, für deren Existenz 
die größte aposteriorische Wahrscheinliclikeit besteht Diesen Gedanken 
hat Daniel Bernoulli^) zuerst ausgesprochen und Gauß^) in seiner 
ersten Publikation über den Gegenstand verwendet. Man kann den 
aus diesem Prinzip abgeleiteten Wert als den wahrscheinlichsten Wert 
der Unbekannten bezeichnen. 

Hiernach wäre bei bekanntem 9 dieser Wert aus der Gleichung 

9(^-^i) "^ 9(^-^2) i----i- ^(^x-l^) ^^ W 

zu berechnen, die sich durch Nullsetzen des logarithmischen Differen- 
tialquotienten von (2) nach x ergibt. 

Soll jedoch diese Gleichung zur Bestimmung der Funktion (p 

1) Dijudicatio maxime probabilia plurium observationum discrepantium etc. 
Acta Ac. Petrop. 1778. 

2) Theoria motus etc. 1809. 

Gznber, Wahrscheinlichkeitsrecluiang. I. 2. Aufl. 17 C~^00(j|p 
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verwendet werden, so ist eine Annahme über x erforderlich. Als 
solche hat öauB (1. c.) die zagrunde gelegt, daß unter den hier vorcMS- 
gesetzten Umständen das arithmetische Mittel der Beoba^chtungsresuUate 
der vorteilhafteste, also der wahrscheinlichste Wert sei 
Dann muß also die Gleichung 

^=. '- + ^ + - + ^" (4) 

oder die durch Umformung aus ihr abgeleitete 

{x - k) + (o; - -g + . . . + (^ - g - (5) 

eine Folge von (3) sein. 
Setzt man 

so kommt dies darauf zurück, die Funktion ^ so zu bestimmen, daß mit 

zugleich 

bestehe. 

Bildet man aus diesen Gleichungen, nachdem man sie differenziert 
hat, mittels des unbestimmten Multiplikators 21c die eine Gleichung: 

in welcher die Differentiale voneinander unabhängig sind, so ergibt 
sich, daß jede der eingeklammerten Differenzen verschwindet, daß also 
'^ der Differentialgleichung 

^\X) == 2h 

genügen müsse. Daraus folgt 

^(A) = 211, 
also 

woraus durch neuerliche Integration 

l • (p{X) ^l'C + lcX^ 
und 

erhalten wird. 

Da nach allgemeiner Erfahrung (p eine abnehmende Funktion ist^ 
ist k notwendig negativ; ersetzt man es mit Rücksicht darauf durch 
— h\ so wird 

(p{X)^Ce-^'^\ 
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Das über alle möglichen Werte des Fehlers ausgedehnte Integral 
von q>{X)dk hat als Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Fehler einen 
dieser Werte annehme, den Wert 1; folglich ist 

OD QO 

— 00 — 00 

h 
woraus C = 17= * 

Hiermit ist endgültig das Fehlergesetz 

<p(A) = A,-*^.^ (6) 

gefunden. 

Gegenüber der in der vorigen Nummer unter (15*) gefundenen 
Form zeigt diese zwei Unterschiede: dort war x der wahre Fehler, 
also die Abweichung vom wahren Werte — hier ist A die Abweichung 
von dem vorteilhaftesten Werte, also vom arithmetischen Mittel, der 
sogenannte plausibelste oder scheivibare Fehler; dort war x um a, d. i. 
um den mittleren Wert von Xy vermindert; hier entfällt dies, weil 
vermöge (5) die Summe der Xy also auch der mittlere Wert von k, 
Null ist. 

Nimmt man (6) der Form nach auch als das Gesetz des wahren 
Fehlers an, der mit a bezeichnet werden möge, so stellt 

9.(5) = Ae-*'.' (6*) 

ein symmetrisches, (15*) dagegen, d. i. 

«p,(e) = A,-*H.-a)', (15*) 

yn 

wenn a + 0, ein asymmetrisches Fehlergesetz dar. Das letztere geht 
also in das erste über, wenn der Durchschnittswert von b, d. i. 

00 

a=fa<p^{£)ds, (7) 

— 00 

verschvmidet. Ein solches Verhalten hat Gauß als charakteristisches 
Merkmal rein zufälliger Fehler aufgefaßt, das Vorhandensein eines 
von Null verschiedenen a hingegen als Merkmal für die Existenz 
einseitig wirkender Fehlerursachen; in diesem Falle nennt er a den 
konstanten Teil der Beobachtimgsfehler. 

Das Gesetz (6*) stellt also gewissermaßen einen idealen Fall vor, 
darin bestehend, daß keine einseitig wirkenden Ursachen vorhanden 
sind oder daß sie sich, wenn vorhanden, zu einer völlig symmetrischen 
Verteilimg der Fehler kompensieren. Die Wirklichkeit wird wohl in 
der Regel eine wenn auch nur schwache Asymmetrie aufweisen. 

i^^zeöby Google 
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Die vorstehende Ableitung hat die Beweiskraft, welche ihr aus 
der Hypothese des arithmetischen Mittels entspringt. Daß das arith- 
metische Mittel der vorteilhafteste, insbesondere daß es der wahr- 
scheinlichste Wert sei, ist unbeweisbar; aber es lassen sich mannig- 
fache innere und äußere Gründe anführen, welche für die Wahl dieses 
Wertes sprechen.^) 

137. Das Prftzisionsmaß. Setzt man in dem Fehlergesetz 

a = 0, so bedeutet das in (17) der vorigen Nummer gerechnete 






die W^ahrscheinlichkeit, daß einer Beobachtung ein zwischen — d und 
+ d liegender Fehler zukomme. Das Intervall 2d verengt sich bei 
festem P in demselben Verhältnisse, als h wächst; je enger aber das 
Intervall, innerhalb dessen der Beobachtungsfehler mit gegebener 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, für desto genauer wird man die 
Art der Beobachtungen erklären. 

Der Parameter h hängt also mit der Genauigkeit der Beobach- 
tungen zusammen, deren Fehlerfrequenz durch das Gesetz dargestellt 
ist. Gauß hat die Genauigkeit geradezu der Größe h proportional 
gesetzt und diese darum als Präzisionsmaß bezeichnet. 

Die erste Ableitung des Fehlergesetzes hat gezeigt, wie das 
Pnlzisionsmaß mit den Elementarfehlem zusammenhängt; nach Glei- 
chung (16) ist 

imd darin ist h die Summe der mittleren Quadrate, c die Summe der 
Quadrate der mittleren Werte der einzelnen Elementarfehler. 

138. Gesetz, welchem eine lineare Funktion unabhängiger 
Beobachtungsfehler folgt. Es sei 

i^= Ä + a^X, + «3X3+ . .. + ««X, (1) 

eine lineare Funktion der direkt beobachteten Größen Xj, X^, ... X^; 
die Beobachtungsresultate ^i, ^2? • • • ^w niögen aus MessungSYorgängen 
stammen, deren Fehler dem allgemeinen Gesetze 



1) Vgl. des Verfassers „Theorie der Beobachtungsfehler", 1891, p. 16 — 47. 
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folgen und deren PräzisionsmaBe h^, h^, . . .h^ sind. Rechnet man 
statt F den Ausdruck 

80 entsteht die Frage, welchem Gesetz der dadurch begangene Fehler 

F-f^ a,{X, - k) + a,iX, _?,) + ... + a,(X„ - Q (2) 
oder 

E - «1^1 + 02^2 + • • • + «n«n (3) 

folgt Dies kommt darauf hinaus, die Wahrscheinlichkeit zu be- 
stimmen, daß E zwischen den Grenzen is und z -{■ dz liege; diese aber 
ist gegeben durch das Integral 

{Y^y 1 2 . n» 

(«) 

ausgedehnt über dasjenige Gebiet, das durch die Relation 

z ^E-^z -{■ dz 
begrenzt wird. 

Um während der Integration von dieser Grenzbeziehung unab- 
hängig zu bleiben, wendet man den Kunstgriff an, den Ausdruck unter 
dem Integral mit einem Faktor zu multiplizieren, der für E^ z den 
Wert 1 hat und in allen andern Fällen verschwindet; zu einem solchen 
LisJconünuitätsfaJäor führt das Integral 

7t 

eT'^y^^du, 



ß 



das für jedes ganzzahlige m verschwindet und für »i = den Wert 2% 
hat Setzt man 

unter d eine sehr kleine Größe, unter eine neue Variable verstanden, 
so wird hiemach 






n 

J 



1 oder 0, je nachdem md Null oder nicht Null ist. Für S '^ dz 
und mtf = E — ^ ergibt sich der für den vorliegenden Fall taugliche 
Diskontinuitätsfaktor 



— 00 
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nach seiner Anbringung darf in bezug auf alle b zwischen den Grenzen 
— oo und + oo integriert werden. Der Ausdruck für die verlangte 
Wahrscheinlichkeit wird dann: 



dz \h. 



00 00 00 00 






2« (i/: 

Die auf B^ bezügliche Integration 



00 

I e » '^ » *' « » aB^y 



wenn man den Exponenten in 
umformt, gibt 

folglich wird aus (4) nach Ausfahrung der Integrationen in bezug 
auf aUe b: 



lJe^y-2''^<'.--.2'4-^eV:n^ 



(5) 



Setzt man zur Abkürzung 

VfiL JL 

und formt hierauf den Exponenten wie folgt um: 

80 ergibt sich schließlich 

^^^ff^i.-A)^dz (6) 

als Ausdruck für die eingangs bezeichnete Wahrscheinlichkeit. 

Folgen also die Fehler der einzelnen Be(^achtm%gen dem Exponential- 
h 
gesetg — ^- **(«-«)* ^ so befolgt der Fehler von f ein ExponentidlgesetB 

von derselben Form, 

Sind die Beobachtungen gleich genau, so daß Äi = Ä2=-" = ä^=«ä 
ist, so ist nach (5) die Präzision in der Bestimmung von f: 
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H^—=J=' (7) 

l/«! + aJ + ... + aJ 

Ein besonderer Fall, der praktische Verwendung findet, soll hier 
angemerkt werden. Setzt man in (1) 

SO gehen F in Null, f und E in die Differenz zweier gleich genauen 
unabhängigen Beobachtungen einer und derselben Größe über; Formel (7) 

gibt für H den Wert — t^- 

Die Differenzen gleich genauer Beohacktungen von der Präzision h 
^'erhalten sich also in ihrer Frequenz so, um Beobachtungsfehler von der 

Jrraziston — =• 

]/2 

Das durch (6) ausgedrückte Gesetz hat auch für eine beliebige 
Punktion ^(X^, Xj, . . . XJ bedingte Geltung, unter der Voraussetzung 
nämlich, daß die J^, Zj, . . . anhaftenden Fehler s^, s^, , . . so klein seien, 
daß man Potenzen und Produkte derselben gegenüber den ersten 
Potenzen vernachlässigen, also mit genügender Schärfe 

F^F(l,+ S,, k + ^2, ••• 'n+ O -^ + «1^1 + «2^2+ ••• + ^n^n (8) 

setzen darf, wobei 

Demnach bilden die Formeln (5) bis (9) die Grundlage für die 
Beurteilung der Genauigkeit in der Bestimmung einer Funktion direkt 
beobachteter unabhängiger Größen. 

139. Der wahre Wert einer physischen G-röße.^) Man 
spricht von dem wahren Werte einer physischen Größe in der still- 
schweigenden Voraussetzimg, daß ein solcher in einer jede Unbestimmt- 
heit ausschließenden Weise definiert sei. Dies wird in manchen Fällen 
innerhalb der Grenzen unseres Wahrnehmungsvermögens auch zutreffen; 
in absolutem Sinne, d. h. bei unbegrenzter Schärfe dieses Vermögens, 
wird eine physische Größe niemals vollkommen definiert sein. 

Die Basis einer großen Triangulierung mag noch so sorgfältig 
festgelegt sein, geometrisch streng definiert ist sie nicht, weil ihre 
Endpunkte nicht Punkte im eigentlichen Sinne, sondern sichtbare 
Marken sind. 

Der Winkel der Richtungen, welche von einem „Punkte" der 
Erdoberfläche nach zwei andern „Punkten" gehen, ist nicht unzwei- 



1) Vgl. P. Pizzetti, 1. c, p. 146 ff. 
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deutig definiert, weil sowohl der Ausgangspunkt wie auch der Ziel- 
punkt Objekte von endlicher Ausdehnung sind und sein müssen, um 
wahrgenommen zu werden; auch das Einstellen auf ihre „Mitte'' läßt 
noch eine Unbestimmtheit übrig. 

Die zwischen den Endflächen eines Meßstabes enthaltene Länge 
entbehrt bei genauem Zusehen auch der strengen Definition; mögen 
die Endflächen noch so fein bearbeitet sein, vollkommene und parallele 
Ebenen im geometrischen Sinne stellen sie schon vermöge der Dis- 
kontinuität der Materie nicht dar. 

Man spricht von der Zenitdistanz eines Sternes an einem be- 
stimmten Orte und stellt sich dabei vor, daß die Lotrichtung an 
diesem vollkommen definiert sei; bedenkt man aber, daß die Lot- 
richtung im Zusammenhange steht mit der Verteilung der Massen, so 
wird man bei der beständigen Veränderlichkeit dieser Verteilung streng 
genommen nur von der Lotrichtung in einem bestimmten Augenblicke 
sprechen können. 

Bei der begrenzten Schärfe unserer Beobachtungsmittel, der natür- 
lichen wie der künstlichen, entziehen sich aber Unsicherheiten in der 
Definition der zu messenden Größe und zeitliche Änderungen derselben, 
sobald sie unter ein gewisses Maß herabsinken, der Wahrnehmung 
vollständig, und es bleibt die Möglichkeit, für den wahren Wert eine 
auf die Erfahrung gegründete Definition aufzustellen. Es soll darunter 
die Grenze verstanden werden, welcher sich der am einer großen Zahl 
von Beobachtungen abgeleitete Mittelwert^) nähert, wenn die Zahl der 
Beobachtungen beständig wächst. 

Diese Definition setzt W)rau8, daß der mathematische Ausdruck 
des Mittelwertes aus n Beobachtungen mit wachsendem n tatsächlich 
gegen eine bestimmte Grenze konvergiere, der dadurch, daß sie ledig- 
lich von der physischen Größe und nicht auch von dem Beobachter, 
den Instrumenten abhängt, eine absolute Bedeutung zukommt. 

Das Vorhandensein eines Grenzwertes aUein wäre nicht aus- 
reichend zur Definition des wahren Wertes. Denn unterlägen die 
Beobachtungen einer konstant wirkenden Fehlerquelle, so ergäbe sich 
nach deren Ausscheidung (z. B. nach Berichtigung des Instrumentes 
oder Wahl eines andern) sofort ein von dem früheren verschiedener 
Grenzwert, gegen die zuletzt ausgesprochene Forderung. 

Für die Methode der Kombination der Beobachtungen ergibt sich 
aus diesen Betrachtungen das folgende Postulat: „Der Ausdrucky 
welcher den vorteilhaftesten Wert einer physischen Größe aus einer An- 
jsaM ausgeführter Beobachtungen bestimmt, muß so beschaffen sein, daß 
er mit beständigem WacJisen dieser Anzahl dem wahren Werte der 
Größe als Grenze sich nähert.^' 

1) Unter „Mittelwert" wird hier der nach einer bestimmten Methode ge- 
wonnene vorteilhafteste Wert der unbekannten Größe verstanden. 
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Dies erfordert, daß in dem allgemeinen Fehlergesetz 

die Größe a, von Gauß^) der Jconstante Teil des Fehlers genannt, ent- 
weder im voraus, vor Anstellung der Beobachtungen, bekannt oder 
gleich Null sei. 

Angenommen nämlich, zur Bestimmung einer unbekannten Größe X 
seien n Beobachtungen, deren Fehler dem obigen Gesetze folgen, aus- 
geführt worden und hätten die Resultate ?i, ?2; • • • ^n ergeben. Durch 
fGi> hf • • • h) ^^^ ^^® Rechnungsvorschrift dargestellt, welche den 
vorteilhaftesten Wert der Unbekannten liefern soll, so daß 

ist. Die erste Forderung, welche die Funktion f zu erfüllen hat, ist 
die, daß ihr Wert X sei, wenn man für die fehlerhaften Beobach- 
tungsergebnisse X selbst einsetzt, daß also 

JSntwickelt man die rechte Seite unter der Voraussetzung sehr kleiner 6 
(vgl. Schluß der vorigen Nummer), so ergibt sich für den Fehler in 
der Bestimmung x die Darstellung: 

X — rr - a^€^ + aj£g H + a^s^, 

und dieser Fehler befolgt das Gesetz 

wobei 

SoU mit wachsendem n sich ^ der Größe X nähern, so muß 
notwendig der Fehler die größte Häufigkeit haben; dies ist aber 
nur dann der Fall, wenn -4 — 0, was wiederum die Gleichung a == 
nach sich zieht, weil das Nullwerden von «i + o, -f • • • -f- a^ nicht 
vorausgesetzt werden darf.^) Des weiteren ist erforderlich, daß H 

1) Theoria combinationis 1 (1821), Art. 5. Deutsch von A. ßörsch und 
P. Simon, Berlin 1887. Vgl. auch Nr. 187. 

2) Es ist nämlich für ein sehr kleines d bis auf die Ordnung dieser Größe 
/A+*, ^, + *,...?n + <J) = ^ + («i +«, + ---+0<J; wäre «, + «, + ... 
^ On = , SO hätte man 

AI., ?„...J„) = a;-A«i + «,«, + *, •••'» + *). 
d. h. an dem vorteilhaftesten Werte würde durch Abänderung sämtlicher Be- 
obachtungen um d keine Änderung hervorgebracht. 
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mit n beständig wachse, daß also die Summe aj + a| H — • + aj be- 
ständig abnehme imd sich der Null als Grenze nähere. 

Der Fall, daß a nicht Null, aber bekannt sei, kann auf den 
früheren zurückgeführt werden. Schreibt man X in der Form: 

^ = /"ft — a + «1 + öt, l^-- a + 6^ + a, . . .1^- a + €^+ a), 

entwickelt nach den als sehr klein vorausgesetzten Größen s^+ a, £2+ öt, • • •, 
und setzt 

so wird 

X— rc'= cc[s^ + «jfgH h ane„ + Ä', 

wo Ä' wie vorhin die Bedeutung a {a[ + cc^ + - • • + an) hat; der 
Fehler in x' befolgt nun das Gesetz 

d.i. 

was mit der früheren Voraussetzung Ä^O übereinstimmt. Die Rech- 
nungsvorschrift, welche für a = zu dem wahren Werte als Grenze 
führt, leistet dies also auch bei a + 0> wenn man das als bekannt 
vorausgesetzte a von jeder Beobachtung subtrahiert. 

§ 2. Genauigkeitsmaße. 

140. Das Fehlerrisiko. Man kann die Bestimmung einer 
Größe durch Beobachtungen einem Spiele vergleichen, bei dem nur 
Verluste möglieh sind; denn jeder Fehler, ob positiv oder negativ, 
bedeutet als Abweichung von der Wahrheit einen Verlust. Der mit 
einem Spiele verbundenen Verlustgefahr entspricht hier die Befürchtung 
eines Fehlers in dem Resultate, von deren Ausmaß die GenauigJceit al>- 
hängen wird, die man der gewonnenen Bestimmung zuschreibt. 

Wie nun bei dem Spiele in dem Risiko ein Maß für die Gefähr- 
lichkeit desselben erkannt worden ist, kann eine in analoger Weise 
gebildete Größe bei Beobachtungen als Maß für deren Genauigkeit ver- 
wendet werden. Während jedoch zur Bildung des Spidrisikas bei 
einem mathematisch geordneten Spiele entweder nur die Verluste 
oder nur die Gewinne herangezogen zu werden brauchen (s. Nr. 122), 
sind bei der Bildung des Fehlerrisikos alle möglichen Fehler in Rech- 
nung zu nehmen. Dagegen entsteht die Frage, wonach man die Be- 
deutung eines Fehlers, den mit ihm verbundenen Nachteil, beurteilen 
soll. Wird zunächst allgemein die Bedeutung eines Fehlers € als 
Funktion seines Wertes aufgefaßt und mit ij; (e) bezeichnet, so ergibt 
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sich für das Fehlerrisiko ^) die Definition: es sei die Summe der Pro- 
dukte aus den Wahrscheinlichkeiten aller möglichen Fehler mit den ihnen 
entsprechenden Funktionswerten ^ (s). Ist q> (i) das Pehlergesetz, so 
drückt sich das Fehlerrisiko R durch die Formel aus: 

R'-ß{BMe)ds, (1) 

die Integration über aUe Werte yon s ausgedehnt. 

Es liegt in der Natur der Sache, dem Fehler eine von seinem 
Zeichen unabhängige und mit seinem Betrage wachsende Bedeutung 
beizulegen, d. h. die Funktion f (s) so zu wählen, daß 

^ («) = V' (~ ß), und t (0 > t (e), wenn | «' | > | « |. (2) 

Bleibt man bei diesen allgemeinen Festsetzungen stehen, so läßt 
sich zunächst nachweisen, daß, sofern der einer experimentellen Be- 
stimmang anhaftende Fehler das Gesetz 

befolgt, das mit jener Bestimmung yerbundene Fehlerrisiko am kleinsten 
wird, wenn a = ist. 



Aus 



folgt nämlich 



00 

— 00 
00 

- = '^fil> (e) (£ - a) c-*'(— «)'d£ 

— 00 
00 

^ft(ß + a)te'''''dt', 



dB 
d 



zerlegt man das Integrationsgebiet durch die Null in zwei Teile, 
ändert in dem ersten Teile des Integrals das Vorzeichen der Va- 
riablen t, so ergibt sich vermöge (2) für den Differentialquotienten 
die Darstellung: 

00 

Hier nimmt t nur positive Werte an; ist daher a > 0, so ist nach (2) 

il; (t + a) — tl; (t — d) > Of also auch ^ - > 0; 



1) Vielfach auch als „totales Fehlerrisiko" bezeichnet. 
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dagegen bestehen für a < die umgekehrten Beziehungen. £s hat 

also -T— immer gleiches Vorzeichen mit a, folglich erlangt It für 

a = sein Minimum. 

Das Fehlerrisiko wird ferner um so kleiner, je größer h ist, 
vorausgesetzt, daß a =» ist. Denn es ist dann 

— 00 

folglich das zu einem Werte von t gehörige Element des Integrals 
und daher R selbst um so kleiner, je größer h ist. 

Durch diese Beziehimg des Fehlerrisikos zum Präzisionsmaß ist 
erwiesen, daß jedes Fehlerrisiko, das mit Einhaltimg der Rela- 
tionen (2) gerechnet ist, sich zur Beurteilung der Genauigkeit eignet. 

Es ist wichtig, zu bemerken, daß das Fehlerrisiko R gleich- 
bedeutend ist mit dem Mittd- oder Durchschnittswerte der Funktion ^ (js) 
(s. Nr. 55). Läge demnach eine Reihe von Werten b^^ «g, • • • a„ des 
Fehlers vor, wie sie der Zufall zusammengetragen hat, d. h. wie sie 
sich bei eiuer Reihe von Beobachtungen ergaben, so darf dem 
Bernoullischen Theorem zufolge 

um so sicherer als ein Näherungswert von JR angesehen werden, je 
größer n ist; denn mit beständig wachsendem n nähert sich dieser 
Ausdruck der Grenze B. 

141. Der Durchschnittsfehler. Der aus der Wahl 

die den Bedingungen (2) der vorigen Nummer entspricht, hervor- 
gehende Wert von B wird als Durchschnittsfehler bezeichnet. Seine 
Bedeutung ist die des Mittelwertes der Fehlerbeträge. Liegt demnach 
eine Reihe von n Fehlem: s^, €2, • • • s^ vor, so ist^) 



(1) 



der aus ihr abgeleitete Näherungswert des Durchschnittsfehlers O*. 
Befolgen die Fehler das Gesetz 

80 ist 



* = 4= Tl e I e->''''ds - j-^ fte-^dt, 

— 00 



1) Die eckige Klammer soll hier und im folgenden als Summenzeichen fOr 
gleichartige Größen zur Verwendung kommen. 
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und da ^ der Wert des Integrals, 

»=-1^- (2) 



Hiernach ist der Durchschnittsfehler dem Präzisionsmaß umge- 
kehrt, nach der in Nr. 137 getroffenen Festsetzung der Genauigkeit 
ehenfalls umgekehrt proportional. 

Bei bekanntem # gibt die Formel (2) ein Mittel zur Bestimmung 
des Prazisionsmaßes. 

142. Der mittlere Fehler. Die Quadratwurzel aus demjenigen 
Fehlerrisiko, das aus der Wahl 

hervorgeht, ist von Gauß^) unter dem Namen des mittleren Fehlers 
in die Theorie eingeführt worden. Der mittlere Fehler ist hiemach 
die Quadratwurzel aus dem Mittelwert des Fehlerquadrates und wird 
aus einer Reihe von Fehlerwerten «i, «2^ ' * ' *n gefunden, indem man 
aus dem Quotienten 

M (1) 

die Quadratwurzel zieht. 

Befolgen die Fehler das Gesetz 

so ergibt sich für das Quadrat des mittleren Fehlers fi die Formel: 

00 00 

— 00 

woraus 

folgt. 

Auch der mittlere Fehler ist dem Präzisionsmaß und daher der 
Genauigkeit umgekehrt proportional, eignet sich also wie der Durch- 
schnittsfehler zu einem Genauigkeitsmaß. 

Der mittlere Fehler entspricht dem sogenannten mittleren Risiko 
bei vom Zufall abhängigen Unternehmungen (s. Nr. 125). 

143. Der wahrscheinliche Fehler. Dieser ist nicht auf den 
Begriflf des Fehlerrisikos aufgebaut. Man versteht darunter jene 



1) Thron a- combinationis, Art. 7. 
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Fehlergrenze r, für deren Überschreitung wie Nichtüberschreitung die 
Wahrscheinlichkeit y besteht.^) Die Gültigkeit des Fehlergesetzes 

vorausgesetzt, ergibt sich r aus der Gleichung 

deren Lösung nach Nr. 79, Gleichung (10), 

rh = 0,476936 = q^ (1) 

ist. Es eignet sich demnach r, als dem -Präzisionsmaß umgekehrt 
proportional, theoretisch in gleicher Weise als Genauigkeitsmaß wie 
d- und fi. 

Liegt eine durch den Zufall erzeugte Reihe von n Fehlern vor, 
und ist sie nach den absoluten Beträgen steigend geordnet, so be- 
zeichnet bei ungeradem n der mittelste, bei geradem n ein zwischen 
den beiden mittelsten angenommener Zahlwert eine angenäherte Be- 
Stimmung von r}) 

144. Vergleichende Betrachtung der Gtonanigkeltsmaße. 
Mit den drei in den letzten Nummern besprochenen ist die Zahl der 
möglichen Genauigkeitsmaße nicht erschöpft. Aus dem allgemeinen 
Begriffe des Fehlerrisikos ließe sich vielmehr durch Spezialisierung 
der Funktion ^ (f) noch eine unabsehbare Reihe geeigneter Maße 
ableiten. 

Unter diesen sind diejenigen, welche nach Art des Durchschnitts- 
und des mittleren Fehlers aus Mittelwerten der Fehlerpotenzen hervor- 
gehen, Gegenstand eingehender Untersuchungen geworden. Wählt 
man nämlich 

V; (f) = I £- I 

und bezeichnet den zugehörigen Wert von B mit ü^, so ist bei 
Geltung des exponentieUen Gesetzes 

1) Gauß, Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen. Zeitschr. f. 
Astron. I, 1816. 

2) Hausdorff (Leipz. Ber., 1901, p. 164—166) empfiehlt den Grund- 
gedanken, der dieser Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers zugrunde liegt, 
für eine empirische Ermittlungsweise des Präzisionsmaßes h selbst, der der Vor- 
zug einer größeren Sicherheit zukommt (s. d. nächste Nr.) : zerlegt man die Reibe 
der nach ihrer absoluten Größe geordneten Fehler so, daß 847o der Fehler unter 
und 167o über dem Schnitt liegen, so gibt der reziproke Wert der den Schnitt 
bewirkenden Fehlergröße eine Bestimmung von h. Vgl. hierzu Helm er t, Die 
Ausgleichungsrechnung etc., 2. Aufl., p. 85 ff. 
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folglicli die Größe Y^m ^^^ Präzisionsmaß umgekehrt proportional 
und daher ebenso als Genauigkeitsmaß yerwendbar wie d- und fi. 

Bei Entscheidung der Frage, welches von all diesen Genauigkeits- 
noiaßen zu wählen sei, hat — den praktischen Gesichtspunkt möglichst 
einfacher Rechnung zunächst beiseite gelassen — die folgende theore- 
tische Erwängung mitzusprechen. In Wirklichkeit wird für B^ immer 
nur aus einer vorgelegten Reihe von Einzelwerten des s: «i, fg, • • • «„, 
ein Näherungswert zu erzielen sein durch Ausrechnung der Formel 

- — -j beziehungsweise ' ' •^ , (2) 

je nachdem m gerad oder ungerad ist. Nun erweist eine eingehende 
Untersuchung*), daß der Ausdruck (2) nicht für jedes m gleichrasch 
dem theoretischen Werte R^ als Grenze sich nähert, mit andern 
Worten, daß bei gegebenem (großen) n die Grenzen, innerhalb welcher 
die Differenz 

mit gegebener Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, von m abhängen 
und am engsten sind für m = 2, daß also die Beurteilung der Ge- 
nauigkeit nach dem Mittelwerte der Fehlerquadrate oder nach dem 
mittleren Fehler die sicherste ist. 

Die Sicherheit, welche die Wahl m = 1 — der Durchschnitts- 
fehler — gewährt, kommt nach jenen Untersuchungen der von m = 2 
sehr nahe. Trotzdem und trotz der einfacheren Rechnung, welche # 
gegenüber [i erfordert, ist doch der mittlere Fehler das üblichste Ge- 
nauigkeitsmaß geworden. 

Aus der Zusammenstellung der Formeln für O*, ft, r: 



hyn' ^ ÄI/2' 



h 



1) Die Gammafunktion, 


welche den Zähler des Bruches bildet, 


hat für 


m = l 
den Wert 


2 


3 


•4 


5 


6 




'•(m-^- 


Iv= 


, 1, 


1-3 ^ 


12, 


1-8Ö /_ 

28 y^r, 


, • • • 



2) Vgl. hierzu Helmert, Über die Wahrscheinlichkeit der Potenz- 
summen etc. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 21 (1876); Pizzetti 1. c, p. 266 ff.; 
des Verf.s „Theorie der Beobachtungsfehler", p. 130 ff. 
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geht übrigens hervor, daß mit einer der drei Größen auch die beiden 
andern and h bestimmt sind; es ei^eben sich nämlich die Beziehungen: 

^ =- "|/j » - 1,25331 », 

r-pol/äj* = 0,67449/*, 

r = Q^y^ » - 0,84533 », (3) 

h ' ' '" 



I 



0,66419 0,70710 0,47936 
^ y, r 

Hat man zwei oder mehrere der Größen unabhängig Toneinander 
bestimmt; so liefert ihre Prüfung an den vorstehenden Beziehungen 
eine generelle Probe dafür, ob die zugrunde gelegten Fehler nahe 
genug dem Fehlergesetz entsprechen, aus welchem jene Beziehungen 
hervorgegangen sind. 

Eine eingehende Probe hätte sich auf die Verteilung der Fehler 
nach Vorzeichen und absoluter Größe unter Benützung eines,, etwa 
aus (i, gerechneten Präzisionsmaßes zu erstrecken. Unter n Fehlem 
ist die Hälfte positiv und die andere Hälfte negativ, ferner sind 

ah 

\-^dt = nO{ah) 



n^ ie 



Fehler zwischen — a und + a zu erwarten. Diese Angaben ent- 
sprechen der wahrscheinlichsten Verteilung (s. Nr. 86). Umfangreiche 
Untersuchungen, welche in dieser Richtung ausgeführt worden sind, 
haben das Fehlergesetz 

h 



-A««» 



als eine gute approximative Darstellung der Fehlerfrequenz bestätigt. *) 
Häufigen Gebrauches wegen ist nachstehend eine Tabelle mit- 
geteilt, aus welcher die Wahrscheinlichkeit zu entnehmen ist, daß der 
einer Beobachtung oder Bestimmung anhaftende Fehler dem Betrage 
nach zwischen und dem Ä- fachen Durchschnitts-, mittleren und 
wahrscheinlichen Fehler gelegen sei. Der Ausdruck für diese Wahr- 
scheinlichkeit ist nach den Formeln (3) bezüglich des Durchschnitts- 
fehlers: 



1) Näheres hierüber vgl. in Verfassers „Theorie der Beobachtungsfehler*', 
p. 188—202; C. S. Peirce, On the theory of errors of observations. Coast and 
Geod. Survey 1870. 
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bezüglich des mittleren Fehlers: 

khft 

bezüglich des wahrscheinlichen Fehlers: 

khr 



Wahrscheinlichkeit P, daß der Fehler einer Bestimmung den X;- fachen durch- 
schnittlichen^ mittleren und wahrscheinlichen Fehler nicht fiberschreite« 



k 


(0,A;4^) 


(0,A:^) 


(0,^r) 




P 


P 


P 


0,2 


0,12696 


0,16809 


0,10731 


0,4 


0,26072 


0,31100 


0,21268 


0,6 


0,42646 


0,46122 


0,31430 


0,8 


0,47640 


0,67668 


0,41052 


1,0 


0,67489 


0,68260 


0,50000 


1,2 


0,66168 


0,76966 


0,68171 


^A 


0,78610 


0,83861 


0,66498 


li6 


0,79789 


0,89028 


0,71949 


1,8 


0,86201 


0,92818 


0,77528 


2,0 


0,88933 


0,96346 


0,82261 


2,2 


0,92074 


0,97114 


0,86216 


2,4 


0,94448 


0,98763 


0,89460 


2,6 


0,96184 


0,99065 


0,92061 


2,8 


0,97445 


0,99489 


0,94105 


3,0 


0,98328 


0,99729 


0,96698 


3,2 


0,98932 


0,99873 


0,96910 


3,4 


0,99331 


0,99932 


0,97817 


3,6 


0,99691 


0,99968 


0,98482 


8,8 


0,99766 


0,99986 


0,98962 


4,0 


0,99867 


0,99994 


0,99302 



An diese Tabelle soll die Frage nach dem mutmaßlichen größten 
Fehler in einer Beobachtungsreihe angeschlossen werden. Bei einer 
Gattung Ton Beobachtxmgen bekannter Genauigkeit von einem größten 
Fehler schlechtweg zu sprechen, geht nicht an; denn bis zu welcher 
Größe Fehler auftreten, wenn man die dem Gesetze entsprechende 
Verteilung voraussetzt, hängt von dem Umfange der ausgeffthrten 
Beobachtungsreihe ab. Ist n die Anzahl der Beobachtungen, P die 
Wahrscheinlichkeit, daß der absolute Betrag eines Fehlers Tc^l nicht 
überschreite, so ist w(l — P) die erwartungsmäßige Anzahl der Fehler, 

Osnber, Wahncheüüiohkeitsrechnang. I. 8. Aafl. L.,yj_,g^u uy ^ — ^^VlL 
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jenseits dieser Grenze; und nur wenn diese Anzahl 1 oder darüber 
ist, sind Fehler zu erwarten, die über den Betrag Jcfi hinausgehen. 
Man kann daher durch Auflösung der Gleichung 

n(l-P) = l 

nach n dem Umfang der Beobachtungsreihe feststellen, bei welcher 
kfi als größter Fehler zu erwarten ist. Mit Benützung der oben zu- 
sammengestellten Werte von P ergibt sich: 

für Ä = 2 2,4 2,8 3 3,4 3,8 4 

w=^21, 81, 196, 389, 1471, 6667, 16667. 

Man ersieht daraus, wie rasch n im Vergleiche zu k wächst, und daß 
nur bei sehr umfangreichen Beobachtungsreihen ein Fehler zu ge- 
wärtigen ist, der den dreifachen mittleren Fehler übersteigt. Selbst bei 
100 Beobachtungen wird der größte Fehler voraussichtlich nicht über 

das 2 — fache des mittleren Fehlers betragen. 

146. Verwendung von Beobaohtungsdifferenzen znr Oe- 
nanigkeitsbestimmnng. Es liegt nahe, Differenzen von Beobach- 
tungen einer Größe zur Beurteilung der Genauigkeit zu verwenden, 
weil sie, unabhängig von der Kenntnis des wahren Wertes der be- 
obachteten Größe, Differenzen von Beobachtungsfehlem darstellen. 
Liegen nämlich für eine unbekannte Größe X zwei Beobachtungs- 
resultate ?!, Zg vor, so ist 

daher 

^ = ?! — ?2 = f 2 — f 1 . 

Befolgen die Einzelfehler das Gesetz --=ö-****, so unterliegen die 

y 7t 

Differenzen (s. Nr. 138 Schluß) dem Gesetz 

hiemach ist der Mittelwert von | jj \ gleich -~^ (s. Nr. 141), also 

hyy( 

auch gleich d"}^, und der Mittelwert von ^* gleich -jj (s. Nr. 142), 

mithin gleich 2(i^. ^Stehen also s (unabhängige) Beobachtungsdiffe- 
renzen ^1, ^3, • • • ^^ zur Verfügung, so kann man, je größer s, um 
so sicherer setzen: 



8 



2p» = C^, 
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woraus sich für -ö* und ft die Bestimmungen ergeben: 

^»ü^, (1) 



P-")/ 



2« 



(2) 

Aus n Beobachtungswerten ^i, ig, • * * ^n ^^^ ^ lassen sich s = ^7 "— 
BeobachtungsdiflFerenzen bilden, die indessen nicht sämtlich unabhängig 
voneinander sind; vielmehr lassen sich nur w — 1 unabhängige aus- 
wählen; trotzdem gelten, wie Andrae*) und Helmert^) nachgewiesen 
haben, bei Verwendung aller die Formeln; 



"-K-^- w 



n. Abschnitt. Eombrnation von Beobachtungen. 

§ 1. Direkte Beobachtungen. 

146. Direkte Beobachtungen gleicher Gtonanigkeit. Das 
arithmetische Mittel als die mit dem kleinsten Fehlerrisiko 
verbundene Bestimmung. Man spricht von direkten Beobach- 
tungen, wenn die Messung an der zu bestimmenden Größe selbst 
vorgenommen wird. 

An einer unbekannten physischen Größe X seien n gleich genatie 
Beobachtungen mit den Resultaten ^i, ig, • • • ü„ vorgenommen worden. 
Wir nehmen an, es lasse sich im voraus eine Kombinationsregel an- 
geben, durch deren Anwendung sich aus den Beobachtungsergebnissen 
der vorteilhafteste Wert der Unbekannten x ergibt; sie laute: 

Vorausgesetzt, daß die Fehler der Beobachtungen dem Gesetze 

h -Ä»«' 

folgen, soll jener Wert als der vorteilhafteste gelten, der das kleinste 
Fehlerrisiko nach sich zieht. 

Dies sind die Grundlagen ftir die folgende Untersuchung. 



1) Astron. Nachr. LXXIV (1869). 2) Ibid. LXXXVm (1876).^ 
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Bezeichnet man die Ableitung von f in bezug auf l^ mit cc^, so 
bat man folgende Entwicklung für f{Xj X, • • • X): 

/•(X, X, . . . X)^f{k + X- Z„ Z, + X- z„ . . . Z„ + X- u 

wobei Sl die Zusammenfassung der Glieder höherer Ordnung in bezug 
auf die DiflFerenzen X — l^j X — l^, ••• bezeichnet. Setzt man diese 
Differenzen als sehr klein Toraus und unterdrückt in Rücksicht darauf 
iß, so wird weiter: 

fix, X, . . . X) - a? + X[a] - aJi ~ o^^ ^nKj 

und daraus ergibt sich, wenn man sich der Abkürzung 

f{X,X,.--X)-X\a\^-k (2) 

bedient: 

Damit x durch die Beobachtungsergebnisse allein bestimmt sei, muß 
Tc eine von X unabhängige Größe bedeuten. 
Schreibt man (2) in der Form 

f{X, X, . . .X) = J + aiX+ a,X + . . . + a,X, (2*) 

so folgt aus (2*) und (3) durch Subtraktion: 

fix, X, . • . X) - a; =» «1^1 + «2^2 + • • • + CCn^n • 

Diese lineare Funktion der Beobachtungsfehler befolgt nach Nr. 138 
das Gesetz 

wobei 

^. ^ 

a,^ + a,« + ... + a^* 

ist. 

Setzt man also 

f(X, X,'..- X) — a; = ^, 
so wird 

X-x^X-f{X, X, ... X) + i^ 

^X'-X[a]-k + z 

^X(l-[aJ)-k + is 

und mit der Abkürzung 

X(l -[a])-Ä-^ 
weiter 

X — X ^ Ä + 0'^ 
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wird demnacli der Fehler in der Bestimmiing Xy d* i. X — Xy mit t 
bezeichnet^ so ist vermöge z ^ t — A und dz ^ dt: 

die Wahrscheinlichkeit, daß die Abweichung des vorteilhaftesten von 
dem wahren Werte zwischen t und t + dt falle. 

Nach den Ergebnissen der Untersuchung in Nr. 140 wird das der 
Bestimmung von x anhaftende Fehlerrisiko am kleinsten sein, wenn 

J. =» und H ein Maximum 
ist. 

Die erste Forderung führt zu der Gleichung 

die bei der Unabhängigkeit zwischen Tc und X nur erfüllt ist durch 
Ä: = und [«] = !. 
Hiemach sind die Koeffizienten a des Ausdrucks 

x^(^\ + a^l^ + ''' + aX, (4) 

damit er den vorteilhaftesten Wert darstelle, gemäß den Forderungen : 

«1 + «2 + h «n == If «1^ + «8^ + • — h «n* ®^ Minimum 

zu bestimmen. Dies aber ftihrt auf 

1 

demnach ist 

,_i±i±:.:+i., (5) 

d. h. unter den eingangs gemachten Voraussetzungen ist das arithmetische 
Mittel aus den BeobaMingsergebnissen die mit dem kleinsten Fehler- 
risiko behaflete Bestimmung der Unhehmnten. 

Das Gesetz, welchem die Fehler dieser Bestimmung folgen, lautet 
den vorstehenden Entwicklungen zufolge 



ihr Präzisionsmaß ist 
ihr mittlerer Fehler 






H=-hY^y 



^.--^ = TT^-7^. (6) 



wenn ft den mittleren Fehler einer Beobachtung bedeutet. 
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Die Genauigkeit des arithmetischen Mittels aus n gleich genauen 
Beobachtungen ist demnach Yn-mal größer als die GenauigJceit der Be- 
obachtungen selbst 

147. Fortsetsimg. Das arithmetische Mittel als wahrschein- 
lichster Wert der Unbekannten, Zur Bestimmung einer unbekannten 
Größe X liegen n gleich genaue Beobachtungen ^i, i^, • "• ?, vor, deren 
wahre Fehler 

^2 = — Zg + X 



das Gesetz 



(1) 

-^e-*'«' (2) 

befolgen mögen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit a priori, daß n erst 
anzustellende Beobachtungen mit den Fehlem «i, «a, • • • «„ behaftet 
sein werden, proportional dem Ausdruck . 

liegen aber die Beobachtungen bereits vor, so hat die Annahme, x 
sei der wahre Wert der beobachteten Größe, eine dem Ausdruck 

proportionale Wahrscheinlichkeit; diese wird am größten, wenn 

(— Zj + ^y + {—k + xy -{ + (- 1„ + xy ein Minimum (3) 

wird. Daraus ergibt sich für x die Bestimmung: 

^^ ^+^. + - + V (4) 

Das arithmetische Mittel ist also, die Geltung von (2) voraus- 
gesetzt, derjenige Wert der Unbekannten, welcher der wahrschein- 
lichsten Hypothese entspricht, ihr wahrscheinlichster Wert. 

In der Bedingung (3) spricht sich jenes Prinzip in seiner ein- 
fachsten Form aus, das die Grundlage des Ausgleichungsverfahrens 
„nach der Methode der kleinsten Quadrate'' bildet. Dieses Prinzip lautet 
dahin, daß der vorteilhafteste Wert der Unbekannten derjenige sei, für 
welchen die Summe der Qu>€^rate der den BeobcuMungen zugeschriebenen 
(scheinbaren) Fehler ein Minimum ist.^) 

1) Zur Greschichte der Erfindung und Begründung der Methode der kleinsten 
Quadrate genüge die folgende kurze Notiz. Die erste Veröffentlichung und auch 
der Name stammen von A. M. Legendre und sind in dem vom 6. März 1805 
datierten, 1806 gedruckten, 9 Seiten umfassenden „Appendice" zu der Schrift: 
„Nouvelles mäthodes pour la dätermination des orbites des com^tes** enthalten. 
Der Zeitfolge der Publikation nach kommt der Amerikaner B. Adrain mit seiner 
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«1 = - 


-h + x 


«» = - 


-h + x 


«„ = - 


-In + X, 
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148. Bestimmimg der Oanauigkeit der Beobaohtungen 
und Ihres aritlrmetisohen Mittels. Zur Erledigang dieser Auf- 
gabe legen wir uns folgende Frage vor: Wenn die wahren Fehler der 
Beobachtungen I^; l^y 



(1) 

• • • • • 

das Gesetz 

(2) 

befolgen; welchem Gesetze sind danu ihre Abweichungen vom arith- 
metischen Mittel, die scheinbaren Fehler 

Ai =» — ?! + ^ 

K^-K + ^f 
unterworfen? 

Zunächst ergibt sich aus der Summierung von (3) mit Rücksicht 
auf den Wert von a?, daß 

Ai + A, + . . . + A, =. (4) 

ist. 

Weiter gibt die Subtraktion homologer Gleichungen aus den 
Systemen (1) uud (3): 

Sj^ — X^ ^ X — x 

f 2 — • ^ =* X — X /gx 

K-k^^X-x-, 



1808 im I. Bande der von ihm selbst herausgegebenen Zeitschrift ,,The analjste^^ 
niedergelegten Abhandlung ,,Re8earch conceming the probabilities of the 
errors etc/^, der wohl unzweifelhaft unabhängig von andern zu der Methode 
gelangt war. Das Prioritätsrecht der Erfindung gebührt aber C. F. Gauß, der 
nach mehrfachen eigenen Angaben (s. den 1900 erschienenen Band YIII seiner 
Werke, p. 136 — 141) sich seit 1794 im Besitze der Methode befand; er gab ihr 
auch die erste wissenschaftliche Begründung in der „Theoria motus corporum 
coelestium^', Hamburg 1809. Auf ihn folgte P. S. de Laplace mit seinen tief- 
gehenden Untersuchungen über den Gegenstand im IV. Kapitel seiner 1812 zum 
ersten Male erschienenen „Thc^orie analytique des probabilit^s". Einen gewissen 
Abschluß in der theoretischen Entwicklung bedeutet die große 1821 — 1826 in 
den Schriften der Göttinger gel. Gesellschaft von C. F. Gauß veröffentlichte Ab- 
handlung: „Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae*^ — 
Näheres zur geschichtlichen Seite s. in des Verf.s „Theorie der Beobachtungs- 
fehler*S 
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die Summe dieser Gleichungen ist vermöge (4) 

«i + «2 + --- + «„-n(X-a:). (6) 

Mit Hilfe von (5) und (6) lassen sich die scheinbaren Fehler 
durch die wahren ausdrücken wie folgt: 

. _ n~l 11 1 

- 1 , n— ,1 . 1 1 

1 a= B.-K £o «o — • • £. USW. 

Es stellt sich also jeder scheinbare Fehler als lineare Funktion 
der wahren Fehler dar, befolgt daher auch ein Gesetz von der Form 
(2), jedoch mit einem andern Präzisionsmaß, das für alle A dasselbe 
und nach Gleichung (7), Nr. 138 gleich ist 

A' — ^ . ^y:^k. 

Die Abweichungen vom arithmetischen Mittel befolgen also das 
Gesetz 

1 / ** 

^ ""-^ - --' , (7) 



V'^ 



ÜC 



das sich von (2) durch ein im Verhältnis Yn : Yn— 1 größeres Pra- 
zisionsmaß unterscheidet. 

Der Durchschnittswert von ]l\ ist also nach Nr. 141 



findet sich aber aus der vorhandenen Reihe von Einzelwerten A^, A,, • • • A^ 
annähernd gleich 

n ' 
setzt man beide Ausdrücke einander gleich und beachtet, daß rr^ 

der DurchschniMsfehler -ö* einer Beobachtung ist, so ergibt sich far 
diesen die Formel: 

Vn(w-1) W 

Mit Hilfe von (7) erhält man femer für den mittleren Wert 
von A* nach Nr. 142 den Ausdruck 

1 



2 -Ä* 

n — 1 
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aus den zu Gebote stehenden Einzelwerten A^, ig, • • • A^ ergibt er sich 
annähernd zu 

n ' 

setzt man beide Ausdrücke einander gleich und berücksichtigt, daß 

1 
riTF der mitüere Fehler [i einer Beobachtung ist, so erhält man für 

diesen die praktisch yerwendbare Formel 



--y.^.- (0) 

Der waJirscheinlictie Fehler r einer Beobachtung läßt sich nun aus 
II oder d' durch einfache Multiplikation mit einem Zahlenkoeffizienten 
(s. Nr. 144) ableiten. 

Nach dem am Schlüsse von Nr. 146 gefundenen Resultate steht 
der müdere Fehler ft^ des arithmäischen Mittels zu dem mittleren 

Fehler (i einer Beobachtung in der Beziehung, daß [i^ «= -—:; nach 

yn 

Formel (9) ist also 

149. Direkte Beobachtungen ungleicher Oenauigkeit. 
Begriff des Oewichtes. Eine unbekannte Größe X sei n-mal, 
jedoch nicht unter gleichen Umständen beobachtet worden^ so daß 
den Beobachtungsergebnissen ^i, ^2; * * * ^n' deren Fehler einzeln dem 
Exponentialgesetz unterworfen sein mögen, Terschiedene Genauigkeit 
zukommt; die Präzisionsmaße h^, h^, * ' - h^ werden als bekannt 
Torausgesetzt. 

Die Durchführung des in Nr. 146 befolgten Gedankenganges führt 
zu dem Ergebnis, daß 

X = a^?! + «2^2 H ^- ^Jn 

den vorteilhaftesten Wert der Unbekannten darstellt, wenn die Koeffi- 
zienten den Bedingungen: 

«1 + «2 H h «n == 1; M "^ id + • " + Ä^ ®^^ Minimum 

gemäß bestimmt werden; diese Bedingungen ergeben aber: 

hl hl_ 

Demnach ist 

h'h+hih + "' + hjln 



(1) 
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der vorteilhafteste, d. i. der mit dem kleinsten Fehlerrisiko yerbundene 
Wert der Unbekannten. Es ist dies unter den gemachten Voraus- 
setzungen auch der wahrscheinlichste Wert, weil er den Ausdruck 

ZU einem Maximum macht; denn für den Wert (1) von x wird 

K\- k + *)* + h\- h + xy+--- + V (- In + ^)* (2) 

ein Minimum. 

Man kann die einzelnen Beobachtungen statt durch das Prä- 
zisionsmaß durch den mittleren Fehler charakterisieren; ist (i^ der 
mittlere Fehler von Z^, so ist 

zu setzen usw.; dann geht (1) über in 

jo •— • 

Multipliziert man Zähler und Nenner mit der beliebig gewählten 
positiven Zahl fi* und setzt 

ji-'Pi (^=1,2,...«), (3) 

so wird auch 

Die positiven Zahlen Pi, p^ - - - Pnf welche dem Gange der Rech- 
nung nach proportional sind den Quadraten der Genauigkeit der Be- 
obachtungen, bezeichnet man als deren Gewichte. Man kann durch 
entsprechende Wahl von jit* bewirken, daß die Gewichte ganze Zahlen 
werden oder wenigstens bis auf zu vernachlässigende Bruchteile durch 
ganze Zahlen ersetzt werden können. 

Für fif^ (i wird jp^ = 1 ; es hat also die eingeführte Zahl (i die 
Bedeutung des mittleren Fehlers einer fingierten Beobachtung, der 
das Gewicht 1 zukommt; man nennt aus diesem Grunde (i den mit^ 
leren Fehler der Gewichtseinheit. 

Hätte man Pi+p^-i +Pn Beobachtungen von der Art der 

fingierten, also vom Gewichte 1, angestellt und hätten Pi^ davon das 
Resultat Z^, p^ das Resultat Z», • • -jp« das Resultat l^ ergeben, so er- 
gäbe sich aus diesen gleich genauen Beobachtungen auch der Mittel- 
wert (4). Es wiegt demtMch eine Beobachtung, deren Gewicht p ist, 
p Beobachtimgen vom Gewichte 1 auf, zunächst in bezug auf die 
Bildung des Mittelwertes. 

Digitized by VjOOQIC 



n. AbBchnitt. Kombination von Beobachtungen. 283 

Das Gewicht tritt zu den bisher betrachteten Präzisionsmaßen als 
neues hinzu. 

Sowie die Form (1) des Resultates aus der Bedingung (2), so 
kann die Form (4) aus der Bedingung: 

Pii- k + ^y+P^{- h + <^y + -' + Pni-K+^y ein Minimum, (2*) 
abgeleitet werden. 

Im Falle ungleich genauer Beobachtungen erweitert sich also das 
am Schlüsse von Nr. 147 erkannte Prinzip dahin, daß die Summe der 
mit den GetvicMen muUiplizierten Quadrctte der (scheinbaren) Fehler 
zu einem Minimum gu machen sei, um den vorteilhaftesten Wert der 
Unbekannten zu erhalten. 

Die Formel (4) kommt auch zur Anwendung, wenn die ^i, ig,***?» 
nicht unmittelbare Beobachtungsresultate, sondern arithmetische Mittel 
aus Beobachtungsreihen darstellen; f^i, /*2, ••• i^^n bedeuten dann die 
mittleren Fehler dieser arithmetischen Mittel. Sind letztere aus gleich 
genauen Beobachtungen vom mittleren Fehler ^, in den Anzahlen 
v^y v^y"'V^, entstanden, so ist 

ff .* ^B - • 

wählt man also die einzelne Beobachtung als Gewichtseinheit, so wird 
das Gewicht der „Beobachtung^^ l^: 

Für die wahren und scheinbaren Fehler der Beobachtungen be- 
stehen die Gleichui^en: 

s,^^l, + X (5) k,^^l, + x (6) 



n n ' n n ' 

Aus dem zweiten System folgt niit Rücksicht auf (4): 
Durch Verbindung beider Systeme ergibt sich wegen (7): 



woraus 



[p] 1 ^ b] « ^ ^ [p\ ' 



n? 



demnach befolgt der Fehler in der Bestimmung x das Gesetz: 

H 
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wobei 

Pil St ll 

1 P- 

nun ist aber h? = — ^ = ^,, folglich 

daraus aber ergibt sich der mutiere Fehler des Mittels x: 

Mit der Formel (6) in Nr. 146 yerglichen zeigt dies, daß das gegen- 
wartige Mittel äquivalent ist einem gewöhnlichen arithmetischen Mittel 
aus [p] Beobachtungen vom Gewichte 1. 

Setzt man in (8) für die einzelnen p ihre Ausdrücke aus (3), so 
kommt man zu einer Formel, welche den mittleren Fehler von x durch 
die mittleren Fehler der zu seiner Berechnung verwendeten l ausdrückt^ 
nämlich: 

(9) 






Noch handelt es sich darum, mit Hilfe der bekannten Gewichte 
und der scheinbaren Fehler die Genauigkeitsbestimmung durchzuführen, 
nämlich den mittleren Fehler der Gewichtseinheit und des Mittels x 
zu berechnen. 

Zwischen dem mittleren Fehler [i^ einer Beobachtung vom Ge- 
wichte p^ und dem mittleren Fehler fi einer Beobachtung vom Ge- 
wichte 1 besteht nach (3) die Beziehung: 

Überträgt man diese Beziehung auf die einzelnen Abweichungen vom 
Mittel, so wird der Abweichung l^ einer Beobachtung vom Gewichte p^ 
bei einer Beobachtung vom Gewichte 1 die Abweichung 

^l - KVPi 

entsprechen. Aus den transformierten Abweichungen k(, Xij • • • A« aber 
bestimmt sich der mittlere Fehler der Getvichtseinheit gemäß der Formel (9) 
der vorigen Nummer 
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fuhrt man die scheinbaren Fehler l [nach (6)] selbst ein, so wird 
also endgültig 



^ = 1/^. (10) 



Mittels derselben Schlüsse erhält man für den durchschnüäichen Fehlet* 
der Gewichtseinheit die Formel: 

* - tJ&Q. (11) 

Mit Benützung von (8) ergibt sich nun für den mittleren Fehler 
des Mittels der Ausdruck: 



Die Formeln (9) und (12) werden im allgemeinen nicht überein- 
stimmende Werte liefern, weil die erste mit den mittleren Fehlem, die 
zweite mit den wirUichm Abweichungen der Beobachtungen rechnet. 

160. Znsaminenstelliing der Sesnltate. a) Beobachtungen 
gleicher Genauigkeit, 

Man rechnet aus l^, ?2; ' * ' K'- 

n ' 
daraus die 

deren richtige Berechnung mittels der Gleichung [il] =- kontrolliert 
werden kann; weiter 

und hieraus 

das Resultat der Ausgleichung stellt man kurz durch 

dar. 

Die Summe [AA] rechnet man aus den einzelnen k mit Hilfe von 
Quadrattafeln. Man kann sie zur Eontrolle auch aus den l rechnen 
auf Grund der Gleichung: 

die sich leicht aus den ersten beiden Ansätzen ableiten laBt. 
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b) Beobachtungen ungleicher Genauigkeit. Sind außer l^, l27'"K 
deren Gewichte p^ P29 ' ' ' Pn gegeben, so rechne man 

daraus die 

welche bei richtiger Ausführung der Rechnung die Kontrolle [pA] = 
bestehen müssen; dann 

und 

das Resultat ist wieder in der Form 

zu geben. 

Waren die mittleren Fehler der l gegeben, so hat die Gewichts- 
berechnung voranzugehen; man wählt für die p^ in passender Weise 

Zahlen, die den — , proportional sind. 

Die Summe [pXX] kann außer aus den k auch aus den l nach 
der Formel 

berechnet werden, die sich aus den zwei ersten Ansätzen ergibt. 

Die Zusammenstellung nimmt lediglich auf die Genauigkeits- 
bestimmung durch den mittleren Fehler Rücksicht. Für weiter- 
gehende Untersuchungen sind die nötigen Formeln den vorangehenden 
Nummern zu entnehmen. 

161. Beispiel LV. Experimentelle Bestimmung der konstanten 
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses. 

Wir stellen dieses Beispiel aus mehrfachen Gründen an die Spi tze 
Einmal handelt es sich um Beobachtungen, deren Fehler im strengen 
Sinne den Charakter des Zufälligen besitzen. Ferner ist die unbe- 
kannte Größe nicht eine physische, sondern eine Zahlengröße und als 
solche streng definiert. Schließlich sind Untersuchungen von der hier 
durchgeführten Art grundlegend für die Behandlung von Fragen der 
theoretischen Statistik. 

a) Aus einer Urne mit sechs mit den Nummern 1 bis 6 bezeich- 
neten Kügelchen sind Ziehungen je eines Kügelchens mit Zurück- 
legung des jeweilen gezogenen ausgeführt worden, und zwar in 
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n = 37 Reihen zu je s = 100 Ziehungen; die gezogenen Nummern 
wurden notiert.^) 

Das Ereignis E sei das Erscheinen einer ungeraden Nummer. 
Stellt man sich auf den Standpunkt, die Zusammensetzung des Umen- 

iohaltes sei unbekannt, so liefert jede Reihe in dem Quotienten — ^, 

dessen Zähler die Anzahl der erschienenen ungeraden Nummern be- 
deutet, eine Beobachtung l der unbekannten Wahrscheinlichkeit X für 
das Erscheinen einer solchen Nummer, und die 37 so erhaltenen Be- 
obachtungen sind als gleich genau zu betrachten, weil sie aus Ziehungs- 
reihen gleichen Umfangs hervorgegangen sind (s. Nr. 85). 

Da im vorliegenden Falle der wahre Wert X bekannt, nämlich 

- ist, so ist es möglich, auch die wahren Fehler zu bestimmen und 

die theoretischen Resultate an dem Beobachtungsmaterial in mannig- 
facher Richtung zu prüfen. 

Das Beobachtungsmaterial sowie die zu dieser Prüfung erforder- 
lichen Zahlenreihen sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 

Nach Addition der ersten Kolonne berechnet man das arith- 
metische Mittel 

18,64 



37 



= 0,501, 



mit HiKe desselben die A; davon fallen 21 positiv, 16 negativ aus 
(gegenüber der wahrscheinlichsten Verteilung 19, 18 oder 18, 19); 
ihre Summe ist — 0,003 statt 0, was von der Abkürzung des Wertes 
von X herrührt. 

Mit dem wahren Werte X^ -^ sind die wahren Fehler s ge- 
rechnet worden. 

Für den mittleren Fehler einer Beobachtung ergeben sich die 
beiden Bestimmungen: 






'"S^ = 0,0434, 



37 

aus diesen das Präzisionsmaß 



'^^^^ 0,0428, 



h —- = 16,32, 

h ?-— «16,53. 

0,0428|/2^ 



1) Die Versuche sind von meinen Hörern im Wintersemester 1900 ausge- 
fohrt worden. 
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Nr. 


1- 


1^ 

1 


u 

i 

-5 


IX 


BS 


geordnet 
. absoluten 
Betrage 


geordnet 
. absoluten 
Betrage 






1 


1 








-•:• 


1 


0,56 


— 0,059 


— 0,06 


0,003481 


0,0086 


0,001 


0,00 


2 


0,47 




- 0,031 


+ 0,03 


0,000961 


0,0009 


0,001 


0,00 


3 


0,49 




- 0,011 


+ 0,01 


0,000121 


0,0001 


0,001 


0,00 


4 


0,46 




- 0,041 


+ 0,04 


0,001681 


0,0016 


0,001 


0,00 


5 


0,62 


— 0,019 


— 0,02 


0,000361 


0,0004 


0,009 


0,01 


6 


0,63 


— 0,029 


— 0,03 


0,000841 


0,0009 


0,009 


0,01 


7 


0,58 


— 0,079 


-0,08 


0,006241 


0,0064 


0,011 


0,01 


8 


0,46 


+ 0,041 


+ 0,04 


0,001681 


0,0016 


0,011 


0,01 


9 


0,60 


+ 0,001 


0,00 


0,000001 


0,0000 


0,011 


0,01 


10 


0,42 


+ 0,081 


+ 0,08 


0,006561 


0,0064 


0,011 


0,01 


11 


0,64 


— 0,039 


— 0,04 


0,001521 


0,0016 


0,019 


0,02 


12 


0,52 


— 0,019 


— 0,02 


0,000361 


0,0004 


0,019 


0,02 


18 


0,56 


— 0,059 


— 0,06 


0,003481 


0,0036 


0,019 


0,02 


14 


0,50 


H 


h 0,001 


0,00 


0,000001 


0,0000 


0,019 


0,02 


16 


0,44 


- 


- 0,061 


+ 0,06 


0,003721 


0,0036 


0,021 


0,02 


16 


0,49 


- 


- 0,011 


+ 0,01 


0,000121 


0,0001 


0,029 


0,03 


17 


0,56 


— 0,059 


— 0,06 


0,003481 


0,0036 


0,031 


0,03 


18 


0,50 


+ 0,001 


0,00 


0,000001 


0,0000 


0,031 


0,08 


19 


0,56 


- 0,069 


— 0,06 


0,003481 


0,0036 


0,081 


0,03 


20 


0,47 


+ 0,031 


+ 0,03 


0,000961 


0,0009 


0,081 


0,03 


21 


0,47 


4- 0,031 


+ 0,03 


0,000961 


0,0009 


0,089 


0,04 


22 


0,51 


— 0,009 


— 0,01 


0,000081 


0,0001 


0,039 


0,04 


23 


0,52 


— 0,019 


— 0,02 


0,000361 


0,0004 


0,041 


0,04 


24 


0,48 


+ 0,021 


+ 0,02 


0,000441 


0,0004 


0,041 


0,04 


25 


0,56 


— 0,059 


— 0,06 


0,003481 


0,0036 


0,051 


0,06 


26 


0,48 


+ 0,071 


+ 0,07 


0,005041 


0,0049 


0,051 


0,06 


27 


0,58 


- 0,079 


— 0,08 


0,006241 


0,0064 


0,059 


0,06 


28 


0,52 


— 0,019 


— 0,02 


0,000361 


0,0004 


0,059 


0,06 


29 


0,49 




- 0,011 


- 


-0,01 


0,000121 


0,0001 


0,059 


0,06 


30 


0,49 




-0,011 


- 


-0,01 


0,000121 


0,0001 


0,059 


0,06 


81 


0,44 




- 0,061 


- 


-0,06 


0,003721 


0,0086 


0,059 


0,06 


32 


0,50 




- 0,001 


0,00 


0,000001 


0,0000 


0,061 


0,06 


83 


0,54 


— 0,089 


— 0,04 


0,001521 


0,0016 


0,061 


0,06 


34 


0,51 


— 0,009 


— 0,01 


0,000081 


0,0001 


0,071 


0,07 


36 


0,46 


-^ 


h 0,051 


- 


h0,05 


0,002601 


0,0025 


0,079 


0,08 


36 


0,47 




- 0,031 


- 


- 0,03 


0,000961 


0,0009 


0,079 


0,08 


37 


0,45 




- 0,051 


2 


-0,05 


0,002601 


0,0025 


0,081 


0,08 




18,54 




f- 0,651 


- 


-0,63 


0,067757 


0,0678 


1,306 


1,30 




ra 


— 0,654 


— 0,67 


[XX] 


[SS] 


[IM] 


[|^|] 






— 0,003 


— 0,04 










W 




M 











Ebenso erhält man für den durchschnittlichen Fehler zwei Be- 
stimmungen: 

1,305 



d^^ 



1/37 • 36 



0,0358, 



^ - ^ = 0,0351 
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und ans diesen für das PnLzisionsmaß die Werte: 

1 



%- 
h^ 



0,0368>/« 

1 



=- 15,75, 
= 16,05. 



0,0351>/7r 

Diesen ans den Abweichnngen berechneten Werten des Präzisions- 
maßes steht derjenige Wert gegenüber, der sich ans der Theorie 
selbst ergibt (s, Nr. 85), nämlich 



^-/txi-"'" 



2 2 

Aus dem ersten Werte von ii berechnet sich der wahrscheinliche 
Fehler einer Beobachtung: 

r = 0,4769 . 0,0434 vT- 0,0292, 

durch Abzahlung an den in steigender GröBe geordneten X (wie a) 
findet man 

r = 0,031, beziehungsweise «— 0,03. 

Der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels, aus dem ersten /i 
gerechnet, ist 

.« = ^-0,0072; 

der wahre Wert 0,5 liegt innerhalb der hierdurch bestimmten Grenzen: 

0,501 + 0,007. 

Die Verteilung der k nach ihrer absoluten Größe, verglichen mit 
derjenigen, welche sich aus dem Fehlergesetz 



ergibt, zeigt sich wie folgt: 



1?!^ ^-16,32» i« 







Anzahl 


1 X 1 zwischen 










beobachtet 


berechnet 


0,000 und 0,020 


14 




18,2 


„ „ 0,040 


22 




23,8 


„ „ 0,060 


31 




30,8 


„ „ 0,080 


36 




34,8 


„ „ 0,100 


37 




36.2 



Man kann also sagen, daß die Beobachtungsreihe, obwohl nur 
Ton mäßigem Umfange, die theoretischen Resultate in befriedigender 
Weise wiedergibt. 

b) Das Ereignis E sei das Erscheinen der Nummer 1. Aus 
theoretischen Gründen ist hier eine genauere Beobachtungsreihe zu 
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erwarten; denn der wahre Wert X der Wahrscheinlichkeit von E, 
—, gibt mit der entgegengesetzten Wahrscheinlichkeit -g- ein kleineres 

Produkt als im Falle a), wo beide Wahl scheinlichkeiten y waren, und 

daraus entspringt eine größere Präzision. Hauptsächlich um zu zeigen, 
daß die Erfahrung diese theoretische Erwartung bestätigt, ist die be- 
treffende Beobachtungsreihe hier mitgeteilt; die Rechnung ist jedoch 
nur mit den X geführt. 





Beob- 


Schein- 




X, geordnet 


Nr. 


achtung 


barer Fehler 


XX 


n. d. absolnten 




l 


X 




Betrage 


1 


0,17 


- 0,0049 


0,000024 


0,0049 


2 


0,20 


— 0,0349 


0,001218 


0,0049 


3 


0,10 


+ 0,0661 


0,004238 


0,0049 


4 


0,17 


— 0,0049 


0,000024 


0,0049 


5 


0,12 


+ 0,0461 


0,002034 


0,0049 


6 


0,16 


+ 0,0151 


0,000228 


0,0049 


7 


0,19 


— 0,0249 


0,000620 


0,0051 


8 


0,22 


— 0,0549 


0,003014 


0,0051 


9 


0,17 


— 0,0049 


0,000024 


0,0061 


10 


0,19 


— 0,0249 


0,000620 


0,0149 


11 


0,14 


+ 0,0261 


0,000630 


0,0149 


12 


0,22 


— 0,0549 


0,003014 


0,0149 


13 


0,18 


— 0,0149 


0,000222 


0,0149 


14 


0,17 


— 0,0049 


0,000024 


0,0161 


16 


0,13 


+ 0,0361 


0,001232 


0,0161 


16 


0,12 


+ 0,0461 


0,002034 


0,0161 


17 


0,18 


— 0,0149 


0,000222 


0,0151 


18 


0,15 


+ 0,0161 


0,000228 


0,0161 


19 


0,17 


— 0,0049 


0,000024 


0,0151 


20 


0,16 


+ 0,0061 


0,000026 


0,0249 


21 


0,16 


+ 0,0161 


0,000228 


0,0249 


22 


0,15 


+ 0,0161 


0,000228 


0,0249 


23 


0,18 


— 0,0149 


0,000222 


0,0251 


24 


0,16 


+ 0,0051 


0,000026 


0,0251 


25 


0,14 


+ 0,0251 


0,000630 


0,0251 


26 


0,18 


- 0,0149 


0,000222 


0,0261 


27 


0,17 


— 0,0049 


0,000024 


0,0261 


28 


0,14 


+ 0,0251 


0,000630 


0,0349 


29 


0,13 


+ 0,0851 


0,001232 


0,0851 


30 


0,15 


+ 0,0161 


0,000228 


0,0351 


31 


0,22 


— 0,0649 


0,003014 


0,0451 


32 


0,19 


- 0,0249 


0,000620 


0,0451 


33 


0,16 


+ 0,0051 


0,000026 


0,0549 


84 


0,26 


— 0,0949 


0,009006 


0,0649 


35 


0,14 


+ 0,0251 


0,000630 


0,0549 


36 


0,16 


4- 0,0151 


0,000228 


0,0661 


37 


0,14 


-f 0,0251 


0,000630 


0,0949 




6,11 


+ 0,4569 


0,037624 


0,9161 




m 


— 0,4682 


[|^^|] 


[I^IJ 




— 0,0013 








w 
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Daraus bereclinet sich das arithmetisclie Mittel: 

^-^4r- 0,1651 

gegenüber dem wahren Werte 0,1666 ••; der mittlere Fehler einer 
Beobachtung: 



^ . y 2^ „ 0,0323 



das Präzisionsmaß: 



Ä- 



-^ = 21,46, 



0,0323}/2 

für das sich nach der theoretischen Formel (Nr. 85) der Wert 
«— 18,97 ergibt; der durchschnittliche Fehler einer Be- 



Vt. 



100 



6 * 6 
obachtung: 



das Verhältnis: 



^ = _?^ = 0,0251; 



l - 1,287, 



dessen theoretischer Wert (Nr. 144) 1/^ = 1,236 ist; der mittlere 
Fehler des arithmetischen Mittels: 

,,-»5 = 0,0053. 

SO daß der wahre Wert innerhalb der durch x imd ^^ bestimmten 
Grenzen 

0,1651 + 0,0053 

enthalten ist. Die beobachtete und die theoretische Verteilung der l 
gestaltet sich wie folgt: 





Anzahl 




1 1 1 zwischen 










beobachtet 


berechnet 


0,00 und 0,01 


9 




8,7 


„ „ 0,02 


19 




16,9 


„ „ 0,08 


27 




23,6 


„ „ 0,04 


30 




28,6 


„ „ 0,06 


82 




32,2 


„ „ 0,08 


36 




36,4 
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Theoretisch war die Genauigkeit dieser zweiten Beohachtungsreihe 



T = 1,341 



mal größer zu erwarten als die der ersten; nach den X beurteilt, stellt 
sie sich 

21,46 : 16,32 =- 1,315 
mal größer dar. 

162. Beispiel LVI. Im Laufe der Jahre 1892—1894 wieder- 
holte Bestimmungen der Polhöhe von Kapstadt haben die aus der 
nachfolgenden Tabelle ersichtlichen 15 Werte ei^eben, welche als gleich 
genaue Beobachtungen zu behandeln und auszugleichen sind.^) 



Nr. 


l 


' 


XX 


1 


— 330 66'3",48 


— 0,22 


0,0484 


2 


3 ,50 


— 0,24 


0,0576 


3 


3 ,6ü 


-0,24 


0,0576 


4 


3 ,32 


— 0,06 


0,0036 


5 


3 ,09 


+ 0,17 


0,0289 


6 


2 ,98 


+ 0,28 


0,0784 


7 


3 ,07 


+ 0,19 


0,0361 


8 


3 ,28 


— 0,02 


0,0004 


9 


3 ,27 


— 0,01 


0,0001 


10 


3 ,20 


+ 0,06 


0,0036 


11 


3 ,30 


— 0,04 


0,0016 


12 


3 ,25 


+ 0,01 


0,0001 


13 


3 ,11 


+ 0,15 


0,0225 


14 


3 ,30 


— 0,04 


0,0016 


16 


8 ,27 


— 0,01 


0,0001 




48",92 


+ 0,86 
-0,88 


0,3406 




— 0,02 





Man rechnet: 



X « i?^ = 3-26 



15 



.=]/^ 



3406 



14 



0",16 



0^_Q, 



1) Bericht über den Stand der Erforschung der Breitenvariation im De- 
zember 1897, von Th. Albrecht, Berlin 1898, p. 20. — Die { sind hier nicht 
einfache Beobachtungen, sondern Mittelwerte von Beobachtungsreihen und als 
solche nicht von völlig gleicher Genauigkeit. Sie sind dem Zwecke entsprechend, 
dem sie zu dienen hatten, nach der Zeitfolge geordnet. 
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und kann als Ergebnis der Ausgleichung hinstellen: 

-33«56'3"26=F0",04. 

158. Beispiel LVIX. Zur Bestimmung der Polhöhe der großen 
Kuppel des Astrophysikalisclien Observatoriums bei Potsdam wurden in 
den Jahren 1892 — 1893 wiederholte Beobachtungen nach derHorrebow- 
Methode an Stempaaren Torgenommen. Dieselben sind gruppenweise 
zu Mittelwerten vereinigt worden. Die Mittelwerte der so gebildeten 
11 Gruppen nebst den Anzahlen der dabei verwendeten Stempaare 
sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Aus denselben ist 
das Schlußresultat zu ziehen und seine Genauigkeit zu bestimmen.^) 

Die Anzahlen der Sternpaare werden als Gewichte zu verwenden 
sein (s. Nr. 149). 



Nr. 


l 


PaAre 
P 


pi 


X 


XI 


pXX 


1 


62« 22' 63",98 


99 


97,02 


— 0,02 


0,0004 


0,0396 


2 


58 ,86 


118 


101,48 


+ 0,10 


0,0100 


1,1800 


8 


63 ,96 


114 


108,30 


+ 0,01 


0,0001 


0,0144 


4 


64 ,01 


142 


143,42 


— 0,06 


0,0026 


0,3660 


5 


64 ,06 


163 


172,78 


-0,10 


0,0100 


1,6300 


6 


53 ,98 


192 


188,16 


— 0,02 


0,0004 


0,0768 


7 


63 ,91 


158 


143,78 


+ 0,06 


0,0025 


0,3960 


8 


63 ,97 


102 


98,94 


— 0,01 


0,0001 


0,0102 


9 


53 ,93 


103 


96,79 




-0,03 


0,0009 


0,0927 


10 


63 ,90 


181 


117,90 




-0,06 


0,0036 


0,4716 


11 


63 ,91 


90 


81,90 




-0,06 


0,0026 


0,2260 






1412 


1349,47 






4,8873 






M 


[Pl] 








[pXX] 



Die Kolonne pl ist mit den Resten der { gerechnet, welche nach 
Abtrennung von 52*22'53" übrig bleiben. 

Man bestimmt nun: das arithmetische Mittel: 

1349,47 „ 

«- 1412 =",»f, 

den mittleren Fehler der Gewichtseinheit, d. i. der Polhöhenbestimmung 
aus einem Stempaare: 



^ = 1/ 



4,3873 



,0 -0",66; 

den mittleren Fehler des Mittels: 

0,66 



l^x 



yi4i2 



- 0" 018. 



1) Die Polhöhe von Potsdam. 1. Heft. Veröffentlichung des Kgl. Preuß. 
Geodät. Institutes, Berlin 1898, p. 122. 
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Das Ergebnis der Ausgleichung ist hiernach: 
52^22'53",96 T 0",018. 



Ton 



164. Beispiel LVIU. Im Jahre 1880 ist in der Nähe 
Berlin eine Grundlinie in zehn nahezu gleichen Teilstrecken von der 
durchschnittlichen Länge von 234 m gemessen worden. Jede Teil- 
strecke wurde zweimal^ hin und zurück, gemessen. In der nachstehen- 
den Tabelle sind die arithmetischen Mittel der beiden Messungsergeb- 
nisse und ihre Differenz angegeben. ^) Aus den Differenzen (s. Nr. 145) 
ist zunächst die Genauigkeit der Messung einer Teilstrecke abzuleiten. 



Strecke 


Mittel aus 

beiden Messungen 

in m 


Differenz A 
in mm 


AA 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


236,469 786 
236,606 768 
236,492 006 
236,471 427 
243,428 614 
232,648 466 
228,625 791 
228,616 538 
228,662 732 
228,710 183 


— 0,040 

— 0,026 
+ 0,240 

— 0,031 
+ 1,673 
+ 0,102 

— 0,096 

— 0,120 

— 1,363 

— 0,195 


0,001 600 
0,000 676 
0,057 600 
0,000 961 
2,474 329 
0,010 404 
0,009 216 
0,014 400 
1,857 769 
0,038 025 




2336,412 310 




4,464 980 

[AA] 



Nach Formel (2), Nr. 145, berechnet sich 



/* = 1/^ 



464980 



20 



= 0^"»,473 



als mittlerer Fehler der einmaligen Messung einer Länge von 234 m, 
so daß der relative mittlere Fehler einer solchen Messung 

ausmacht. Der mittlere Fehler des Mittels aus zwei Messungen einer 
solchen Strecke bestimmt sich hieraus zu 



^ 



0,473 



1/2 



0'^*^334, 



beträgt also 



der Länge. 



700000 

166. Funktionen direkt beobachteter Größen. Es sei 

F= jP(Xi, Xjj, . . . XJ eine beliebige Funktion der unabhängigen 



1) Die Neumessung der Grundlinien bei Strehlen, Berlin und Bonn. Ver- 
öffentlichung des Kgl. Preuß. Geodät. Institutes, 1897, p. 84 ff. 
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Größen X^, X,, ...X^; für diese seien durch direkte Beobachtung 
die vorteilhaftesten Werte x^, x^, , . . x^ mit ihren mittleren Fehlern 
f4, fta; • • • f^n gefunden worden. Man soU den vorteilhaftesten Wert f 
von F und seine Genauigkeit, ausgedrückt durch den mittleren Fehler, 
bestimmen. 

Die erste dieser Aufgaben ist unmittelbar gelöst; denn die vor- 
teilhafteste Bestimmung von F ergibt sich aus den vorteilhaftesten 
Werten der Elemente; also ist 

f^F{x,,x,,..,xJ. (1) 

Für die Lösung der zweiten Aufgabe ist die Grundlage in Nr. 138 
gegeben. Sind die wahren Fehler ^i; «2; • • • ^n ^®^ Bestimmungen 
^1} ^2j ' ' • ^n ^^^ klein, so kann mit Außerachtlassung von Gliedern 
mit ihren Potenzen und Produkten gesetzt werden: 

•woraus 

Befolgen nun die Fehler s^ {i = 1, 2, . . . n) das Gesetz 

SO befolgt der Fehler in der Bestimmung f von F das Gesetz 
wobei 

(KV (liy (KV 

w " h,^ "^ ht' '^ ""^ w ' 

nun ist aber 

1 2 

das Quadrat des mittleren Fehlers von x^, 

1 2 

das Quadrat des mittleren Fehlers in der Bestimmung f von jP; die 
obige Gleichung ergibt also: 



''.-F(äW(5)V+-+(aV- » 

Damit ist die allgemeine Lösung der gestellten Aufgabe, das 
Gesetz gefunden, nach welchem sich die Unsicherheit in der Be- 
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stimmimg der Rechenelemente x^, x^, . , . x^ auf das aus ihnen a1> 
geleitete Resultat f überträgt. 

Liegt fttr jede der Größen X^, Xj, . . . X^ nur eine Beobachtung 

h> ^; • • • ^n ^^^9 s^ ^s^ ^1 *" hl x^^l^j * • ' ^n^ K ^^ setzen, und es 
bedeutet dann ^^ den mittleren Fehler der Beobachtung l^, 
Ist insbesondere 

J'=Xi+X,+ ... + X„ (3) 

80 ist 

und fiy, weil die sämtlichen Ableitungen von f den Wert 1 haben, 
nimmt den Ausdruck an: 



/*/=yf»/+f,*+ •••+>*„*, (3*) 

eine Formel, die auch dann zur Anwendung kommt, wenn mehrere 
unabhängige Fehlerquellen, die einzeln durch die mittleren Fehler 
f^i, f^2, . . . f^n charakterisiert sind, sich zu einem Gesamtfehler ver- 
einigen. 

Sind alle Elemente mit gleicher Genauigkeit bestimmt, so daß 
f^i = ^ "■•••=* f^n*^ f^ ^s^? s^ ?'^* ^^ ^^^ letzten FaU die Formel: 

/*/=?» V^- (3**) 

Es wächst also der mittlere Fehler der Summe gleich genau be- 
stimmter Summanden wie die Quadratwurzel aus deren Anzahl. 
Ist hingegen 

F^nX, (4) 

n eine Konstante und x die Bestimmung von X, (i ihr mittlerer 
Fehler, so hat man 

f=^nx 
und 

fif = wft. (4*) 

Der mittlere Fehler eines Vielfachen wächst also wie dieses selbst. 
166. Beispiel LIX. a) In Nr. 142b ist die Wahrscheinlichkeit 
X für das Erscheinen der Nummer 1 aus einer Urne experimentell 
bestimmt worden, und es ergab sich dafür der Wert 

X - 0,1651 
mit dem mittleren Fehler 

^ « 0,0053. 

Auf Grund dieses Resultates soll die Wahrscheinlichkeit JF und 
ihr mittierer Fehler bestimmt werden, daß in 6 Ziehungen die 
Nummer 1 mindestens ein- und höchstens dreimal erscheinen werde. 

Es ist 

ir= Qx\i - xy+ Qx\i - xy+ Qx(i - x)^ 
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die vorteilhafteste Bestimmmig hierfür ist 

/•= 20x^(1 - xy+ 15:r^(l - ic)^+ 6a;(l - xf 
« ^ (lla;2 + 3a; + 6) (1 - xf - 0,6530 
und ihr mittlerer Fehler, da 

^ = 60a;«(l - xy(l - 2x) + 30a; (1 - xfil - 3a;) 

+ 6(1 -a;)*(l-6ic) = 2,232 
ist, kommt gleich 

^^ =. 1^^ = 2,232 . 0,0053 - 0,0119. 

Das Schlußresultat kann in der Form gegeben werden: Die ver- 
langte Wahrscheinlichkeit hat die mittleren Grenzen 

0,6530 T 0,0119. 

b) Die in Nr. 153 besprochene Berliner Grundlinie stellt sich als 
Summe von zehn Teilstrecken dar; ihre vorteilhafteste Bestinmiung 
ist die Simime der für die Teilstrecken gefundenen Mittelwerte, also 

2236'«,412310; 

da jede Teilstrecke bei einmaliger Messung mit dem mittleren Fehler 
0''**",473 behaftet ist, so ist der mittlere Fehler einer einmaligen 
Messung der ganzen Grundlinie nach (3**) der vorigen Nummer 

0-V73]/IÖ = 1--494, d. i. j^^ der Länge, 

und der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels beider Messungen, 
i. i. des obigen Resultates: 

-^ = 1""»,057, d. i. ^^ der LSnge. 

c) Im Jahre 1892 wurde bei Bonn eine Grundlinie seitens der 
Preußischen Landesaufnahme viermal, je zweimal in jeder Richtung, 
und seitens des Geodätischen Institutes zweimal, je einmal in jeder 
Richtung, im ganzen also sechsmal gemessen; die Messungen der ersten 
und zweiten Anstalt erfolgten mit verschiedenen Apparaten. Die 
Grundlinie wurde dabei nicht in einem Zuge, sondern in 15 durch 
eingeschaltete Zwischenpunkte hergestellten Abschnitten gemessen.^) 

In der nachstehenden Tabelle sind die Mittelwerte aus den für 
die einzelnen Strecken gefundenen Längen und ihre mittleren Fehler 
zusammengestellt; gleichzeitig sind die Quadrate dieser letzteren an- 
gefahrt. 



1) Die Neumeßsung der Grundlinien bei Strehlen, Berlin und Bonn. Ver- 
öffentlichung des Kgl. Preuß. Geodät. Inst., 1897, p. 77—78. 
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Strecke 


Mittelwert der Länge 


i^ 


nn 




in m 


in mm 


ct^ 


1 


234,06008 


0,44 


0,1936 


2 


166,97226 


0,27 


0,0729 


3 


249,78797 


0,33 


0,1089 


4 


166,98596 


0,09 


0,0081 


6 


166,10429 


0,22 


0,0484 


6 


166,05706 


0,36 


0,1296 


7 


166,08547 


0,27 


0,0729 


8 


156,97206 


0,19 


0,0361 


9 


166,16667 


0,32 


0,1024 


10 


166,03199 


0,21 


0,0441 


11 


156,13442 


0,23 


0,0629 


12 


166,12006 


0,26 


0,0625 


13 


166,96778 


0,17 


0,0289 


14 


166,06933 


0,28 


0,0784 


16 


166,45838 


0,36 


0,1225 




2612,97277 




1,1622 



Nach Formel (3*) der vorigen Nummer bestimmt sich der 
mittlere Fehler der Gresamtlänge zu 

1 



yi,1622 = l'»"»,Ö78, d.i. 



2330000 



der Länge. 



§ 2. Vermittelnde Beobachtungen. 

167. Stellnng der Aufgabe. Vorteilhafteste Kombination 
der Beobaohtnngen naeh dem Prinzip des kleinsten Fehler- 
risikos. Eine der unmittelbaren Beobachtung zugängliche GröBe V 
stehe mit den Unbekannten X, Y, Z, . . ., den Elementen^) von F, 
deren Anzahl u sei, in der Beziehung: 

aX + bY+cZ+ V^O, 

Zu jeder Beobachtung l^ von V gehöre ein System von Werten 

öy, &y, c^, ... 

der Koeffizienten, entweder a priori bekannt oder auch durch Beob- 
achtung festgestellt und in diesem Falle als frei von Fehlern an- 
gesehen. Ist fiy der wahre Fehler von Z^, so gibt diese Beobachtung 
AnlaB zu der Gleichung: 

e,=^-l+a^X + i,Y+c^Z+'^. (1) 

Werden n voneinander unabhängige Beobachtungen angestellt, so er- 
gibt sich ein System von n Gleichungen der Form (1). 



1) Heimelt, Die Ausgleichungsrechaung etc., 2. Aufl., Leipzig 1907, p. 99, 
nennt die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen auch Elementen - Aut- 
gleichung. 
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Wäre n = u, und setzte man die unbekannten Fehler €^ sämtlich 
gleich Null, so ergäbe sich ein zur Bestimmung von Werten der Un- 
bekannten gerade ausreichendes System. Diese Werte wären aber 
nicht die wahren, und es gäbe auch kein Mittel, ihre Genauigkeit zu 
beurteilen. 

Ist jedoch w > w, dann eröflhet sich die Möglichkeit einer mehr- 
fachen Bestimmung von Werten der Unbekannten; man braucht z. B. 
nur auf alle möglichen Arten u Gleichungen auszuwählen, ihre linken 
Seiten zu annullieren und nach den Unbekannten aufzulösen. In der 
Nichtübereinstimmung der verschiedenen Lösungen äußert sich der 
Widerspruch, der von der Fehlerhaftigkeit der Beobachtungsresultate 
h^ hf ' ' ' K herrührt. 

Es entsteht daher die Aufgabe, das ganze überzählige System 
von Gleichungen derart zu kombinieren, daß sich eine einzige Lösung 
für die Unbekannten ergibt und gleichzeitig gewissen Anforderungen 
bezüglich der Beschaffenheit dieser Lösung genügt wird. 

Bezeichnet man das vorteilhafteste Wertsystem der Unbekannten 
mit a?, y, ^, . . ., so führt dasselbe zu analogen Gleichungen, wie das 
System der wahren Werte, nämlich: 

K — K + <^v^ + Ky + <^v^-\ — (2) 

mit dem Unterschiede, daß die linken Seiten nicht die wahren, son- 
dern scheinbare Fehler der Beobachtungen vorstellen. Das System (2) 
muß widerspruchsfrei in dem Sinne sein, daß aus irgend u aus- 
gewählten Gleichungen sich dieselben Werte der o?, y, 5, . . . ergeben 
wie aus jedem andern. 

Bei den folgenden Ausführungen beschränken wir uns auf drei 
Unbekannte, weil die Verallgemeinerung der Resultate auf jede andere 
Zahl von Unbekannten keine Schwierigkeit darbietet. 

Multipliziert man jede Gleichung des Systems (1) mit einem 
unbestimmten Multiplikator a^ (v =«= 1, 2, . . . n) und bildet die Summe, 
so entsteht die Gleichung: 

las] - - [al] + [acc]X + [hu]Y + [ca]Z; 

aus ihr ergibt sich, wenn man die Multiplikatoren den Bedingungen 

[aa]«l, [6a] -0, [ca]^0 (3) 

unterwirft: 

Z = [«?] + [«£]. (4) 

Die Anwendung eines zweiten Multiplikatorensystems ß^ und 
eines dritten y^, wenn sie an die Bedingungen 



[ay]=.0, [6y] = 0, [cy] = 1 



(3*) 
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geknüpft werden, führt zu den Gleichungen: 

Y^m + m 

Wird dasselbe Verfahren auf das System (2) angewendet, so 
kommt man zu den Ansätzen: 

a? =- [«q + [aX] (5) 

Setzt man zur Abkürzung 

[aX\^Ä, [^A] = J5, [yi.]-C, [6] 

SO erhält man durch subtraktive Verbindung von (4), (4*) mit (5), (5*): 

X-x^-Ä + laB] (7) 

Der Fehler in der Bestimmung x erscheint hiemach als eine 
lineare Funktion der Beobachtungsfehler. Sind die Beobach- 
tungen gleich genau, und befolgen ihre Fehler das symmetrische 
Gesetz 

h 

womit zugleich ausgesprochen ist, daß sie von konstanten Fehleran- 
teilen frei sind, so ist — Ä der mittlere Wert von X— x, daher nach 
Nr. 148 

H 

das Gesetz des Fehlers in der Bestimmung x, wenn 

ZT ^ ^ 

SoU nun das Fehlerrisiko dieser Bestimmung das kleinstmogliche 
sein, so ist nach Nr. 140 notwendig, daß 

Ä=^0 und [iDca] ein Minimum (9) 

sei; dazu kommen die ursprünglich aufgestellten Bedingungen (3). 

Die Durchführung dieses relativen Minimums läuft darauf hinanS; 
das absolute Minimum der mit den unbestimmten Multiplikatoren 
du Qi2} Qis gebildeten Funktion 

[««] - 2 Qn ([uu] - 1) - 2 Q,, [bcc]-2 Q,, [ca] 

ZU bestimmen; dieses aber erfordert, daß die Ableitungen nach den 
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einzelnen a für sich Null werden. Dadurch ergeben sich die Glei- 
chungen: 

«,. = »r Qx\ + ^»-^12 + ^»-öis ("^i,«,-.«) (10) 

Führt man diese Werte in die Bedingungsgleichungen (3) ein, 
so erhält man zur Bestimmung der Multiplikatoren das Gleichungs- 
s jstem : 

[Heu + [6?^]«i2 + lMÖi8-o (11) 

Wären ö^, Q^^^ ^u berechnet, so er^be die Einsetzung ihrer Werte 
in (10) das System der a, das zu dem vorteilhaftesten Werte x führt. ' 
Es läßt sich jedoch ein anderer zweckmäßigerer Weg einschlagen. 

Vorher möge jedoch noch folgendes bemerkt werden. Multi- 
pliziert man (10) nacheinander mit a^y ßy und yy und bildet jedes- 
mal die Summe für aUe v unter Beobachtung der Gleichungen (3) 
und (3^), so kommt man zu dem Ergebnis, daß 

ist. 

Wird die ganze Rechnung in derselben Weise für die beiden 
andern Unbekannten durchgeführt, so ergeben sich als Bedingungen 
des kleinsten Fehlerrisikos die Ansätze: 

jB = und [ßßl ein Minimum 

(7=»0 und [yy] ein Minimum ^ ^ 

daraus für die ß und y die Bestimmungen: 

ßy =- «>ftl + KQii + ^vQn (r = l,2,...«) 

wobei die Multiplikatoren Q^^, Q^^, ^j, und Q^^, Q^^, öss zu rechnen 
sind aus den Gleichungssystemen: 

[«»] Qti + [a&] Qt, + [«c] «2« - [aa] Q,, + [ab] Q,, + [ac] Q^^O 
[ha]Q,, + [hb]Q^ + [bc]Q,,^l[ha]Q,, + [bb]Q,, + [bc]Q^=^0 (11*) 
[ca]Q,,+[cb]Q^+[cc]Q,,^0,[ca]Q,, + [cb]Q,, + [cc]Q,,^l. 
Weiter ergibt sich, daß 

Qn = [<^ßl Q^-[ßß], Q», = [ßr] . 

««-[y«], Q« = [rß], «M = [yy] ^ ^ 

Der bloße Anblick der Gleichungen (12) und (12*) zeigt über- 
dies, daß 
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geknüpft werden, führt zu den Gleichungen: 

Y^m + [ßs] 

Wird dasselbe Verfahren auf das P' /^ ^f 
kommt man zu den Ansätzen: ,^^iigen des kleinsten Fehler- 

X ^[ctP y^iungen im Gefolge, die sich 

V - );,j;/izieTt man die Gleichungen (10) 

^amme für alle v, so entsteht eben 

• '^ifo, [ßk] « und [yk] = 0, das System: 

Setzt man zur ^ , -^^ 

80 erhält ma» .-^V ««[«»AJ + «,,M] - 

den Koeffizienten 






^'^'^ Qn Q» «1, 



Qn <?« Qn (13) 

Qsi Qsi ^88 

. . ydl ^^i^j ^ßil dies im Widerspruche stünde mit dem 
. ^''^ 
S^'' e,,[aaj + Q,^ [al] + Q,,[ac\ = 1 

Qtiiaa] + ft2[öt&] + ^28 [a^] =» 

«8lM+e82[«&]+ 088^ = 0, 

gjeh aus den ersten Gleichungen der drei Systeme (11) und (11*) 
^jgnininensetzt, und in welchen doch \aa\ \ah\ \ac\ von vornherein 
beflti^^™*® Größen bedeuten. Daher folgt aus (13), daß: 

[aA] = 0, [6A] = 0, [cAj-0 (14) 

sein müsse. 

Diese Gleichungen stellen aber die Bedingungen dar, unter 
welchen die Summe [Xk~\ in bezug auf Xy y, z ein Minimum wird; 
denn nach (2) ist 

Bie vorteilhaftesten, weil mit dem Ideinsten Fehlerrisiko verbundenen 
Werte der Unlekannten sind also diejenigen, welche den Beobachäingen 
(scheinbare) Fehler von kleinster Quadratsumme zuschreiben. 

Damit ist das Prinzip, das der Methode der Ueinsten Quadrate 
zugrunde liegt und in Nr. 147 zunächst für direkte Beobachtungen 
erwiesen wurde, als ein allgemein gültiges Ausgleichungsprinzip be- 






Digitized by VjOOQIC 



IH^ 



n. Abschnitt. Eombination von Beobachtnngen. 303 



W Bn die in Behandluiig stelieDde Aufgabe umfaßt alle 

^ che sich der Ausgleichurgsrechnung darbieten. 

^ hrung der Gleichungen (14), nämlich die Einsetzung 

"ür die A aus (2), ergibt das Gleichungssystem: 

.% ^ [aa]x + [ah]y + [ac]z — [al] 

[la]x + [b h]y + [b c\z ^\bT\ (15) 

^c ä\x + [c 6]y + [c c];8? = [c q, 

.o vorteilhaftesten Werte der Unbekannten eindeutig be- 
bind, sofern die Determinante der Koeffizienten nicht ver- 
^ windet. Es heißt das System der Normalgleichungen. 

158. Gewichte der Unbekannten. Weil bei der vorteil- 
haftesten Kombination die Größen A^ B, C der vorigen Nummer Null 
sind, so schreiben sich die Gleichungen (7) und (7*): 

X — x^[as] 

Ist daher h das Präzisionsmaß einer Beobachtung, so ist nach Nr. 138 

h 



H.-: 



das Präzisionsmaß in der Bestimmung von X] ebenso sind 

' V[ßß] ' V[77] 

die Präzisionsmaße von y und ^. 

Führt man an Stelle der Präzisionsmaße die mittleren Fehler ein, 
wobei die Formeln 

h = — - , H = — -=^ usw. 

zu benützen sind, so ergeben sich für die mittleren Fehler der un- 
bekannten die Formeln: 

/», =/ty[^], /t,=vi^, M. »^yinö, (16) 

ausgedrückt durch den mittleren Fehler [i einer Beobachtung. Wird 
diese als Gewichtseinheit genommen, so kommen den Bestimmungen 
der Unbekannten folgende Gewichte zu (s. Nr. 149): 

_ fi» 1 — Jfi.— _JL_ ÜL- 1 

^^""^.' ^ [ccccV ^^""^ '~ [ßß]^ i>."^-r=- [yy] (17) 
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Da nun bei der vorteilhaftesten Kombination 

[aa], [ßß], [yr] (18) 

Minima sind^ so haben die nach der Methode der kleinsten Quadrate 
bestimmten Werte der Unbekannten zugleich die größten Gewickte. 

Nach den Gleichungen (12) und (12*) sind die Summen (18) 
gleichbedeutend mit den Größen 

QXV Qn, «88, (18*) 

ZU deren Bestimmung die Gleichungssjsteme (11) 'und (11*) dienen. 
Diese Gleichungssjsteme werden deshalb als die Gewichtsgleichungen 
hezeichnet, und zwar bilden (11) die Gewichtsgleichungen für die Un- 
hekannte Xy weil sie Q^^ enthalten, (11*) die Gewichtsgleichungen für 
y und z. 

Man bemerkt, daß die Gewichtsgleichungen mit den Normal- 
gleichungen (15) übereinstimmend gebaut sind und nur in den rechten 
Seiten sich von ihnen unterscheiden. 

159. Bestiinmiing des mittleren Fehlers einer Beobach- 
tung ans den scheinbaren Fehlem. Sobald man diese Aufgabe 
durchgeführt und auch die Gewichte der Unbekannten berechnet hat, sind 
nach den Ausführungen der vorigen Nummer auch die mittleren 
Pehler der letzteren bestimmbar. 

Zur Lösung der in der Überschrift bezeichneten Aufgabe be- 
nützen wir das von Gauß^) angegebene Verfahren. 

Geht man von den Gleichungen (1), (2) aus, die da lauten: 

K^ — K+ ^v^ + ^^y + ^v^y 

€0 ergibt sich durch deren Subtraktion: 

K-^.- a.(X- x) - K{Y^y) - c,(Z-^); 

den Gleichungen (7) und (7*) zufolge ist aber bei der vorteilhaftesten 
Kombination wegen J. = 0, JB = 0, (7=«0: 

X^x^laa], Y^y^[ßB\, Z-z^[ys]', 
iiemach ist 

also Ay als homogene lineare Funktion der wahren Fehler dargestellt. 
Multipliziert man diese Gleichung mit €^ und bildet die Summe fär 
alle V von 1 bis n, so entsteht: 

[Xb] = [es] - [as] [«£] - [bs] [ße] - [es] [re]; 

1) Theoria combinat. Art. 38. — Andere Lösungen siehe in des Verf.s 
^,Theorie der Beobachtungsfehler" und bei P. Pizzetti, 1. c, p. 262 ff. 
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multipliziert man hingegen mit A^ und bildet wieder die Summe^ so 
kommt man mit Rücksicht darauf^ daß nach (14) 

[aA]-0, [6A]-0, [cX]^0 

isty zu der Gleichung 

[XX] = [Xs], 

welche mit der letzten verbunden eine Darstellung von [kk] als 
homogene quadratische Funktion der wahren Fehler ergibt, nämlich: 

[AA] = [€€] - [ae] [as] - [bs] [ßs] - [cb] [^b] . (19) 

Nach Auflösung der Summen ist: 
[AA] = [sb] - fii^«!«! + b,ß, + c,y^) 

-«2^«2«f + ^2/^2 + ^2^2) 



~ «i^sKoa + «2«i +^/32 + hßi + ^i7i + ^2^1) 

Man ersetze nun auf der rechten Seite jedes Glied durch seinen 
Mittelwert und betrachte den so erhaltenen Wert des rechtsseitigen 
Ausdruckes als gleichwertig mit [Xk], Dabei ist zu beachten, daß 
der Mittelwert eines jeden b^^ gleich ist ft^, imd der Mittelwert eines 
jeden BfBj^ gleich NuU, weil vorausgesetzt wurde, daß die Fehler um 
die Null symmetrisch angeordnet oder frei von einem konstanten An- 
teil sind. Demnach ergibt dieser Vorgang den Ansatz: 



^n(i'-(i' { [aa]+[bß] + [cy] } ; 

nach den grundlegenden Bedingungen (3) und (3*) ist aber 

[aa]-l, [6/J] = l, [cy] = l, 
daher 

[AA] = (w-3)ft2 
und daraus 

8 n b e r , WahrBcheixiliohkeitorechnmig. I. 2. Aufl. 20 
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Diese Formel kam unter der Voraussetzung zustande, daß drei Un- 
bekannte zu bestimmen seien; allgemein ist für u Unbekannte: 

'^-1/S- (20) 

160. Vermittelnde Beobachtungen ungleicher Cfrenauig- 
kelt. Sind die Beobachtungen l^, I2, ' ' ' ^„ von ungleicher Genauigkeit, 
und ist diese durch die Prazisionsmaße \jh^, ' 'K bezeichnet, so be- 
folgt der Fehler e^ der Beobachtung l^, das Gesetz 

^^e-VV ; (1) 

es wird also das Produkt \b^ = f^' das Gesetz 

1 

befolgen (s. Nr. 138). Denkt man sich also jede der Gleichungen 

f. = -?, + a,X + 6,r+c,Z (2) 

wie auch die ihr zugeordnete 

mit h^ multipliziert, so entstehen neue Gleichungssysteme: 

< = -C + <x + vr+<z^^_^^ „^ (2*) 
K = - C + «> + K'y + c/^ ' ' ' (3*) 

die sich auf ein einheitliches Gesetz (1*) beziehen und daher ebenso 
zu behandeln sind wie die von Nr. 157. 

Es ist jedoch üblich, das Genauigkeitsverhältnis der Beobach- 
tungen entweder durch ihre mittleren Fehler oder durch die Gewichte 
zum Ausdruck zu bringen. Nach Nr. 149 sind aber die Präzisions- 
maße den mittleren Fehlem umgekehrt, den Quadratwurzeln aus den 
Gewichten direkt proportional. Statt also die Gleichungen (2), (3), 
um sie, wie man sich ausdrückt, auf gleiches Gewicht zu reduzieren^ 
mit den Präzisionsmaßen zu multiplizieren, kann man sie durch die 
mittleren Fehler der bezüglichen Beobachtungen dividieren oder mit 
den Quadratwurzeln aus den korrespondierenden Gewichten multi- 
plizieren. 

Wir wollen den letzteren Vorgang als den üblichen verfolgen und 
bezeichnen die Gewichte von l^y hf ' ' ^n ^^ P19 P2) ' ' ' Pn- Befolgt 
der Fehler s^ das Gesetz (1), so imterliegt Yp^s^ — €v nach Nr. 138 
dem Gesetz 

K 

vi' '' ^ 
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und da sich alle Gewichte auf dieselbe Gewichtseinheit beziehen 
müssen^ so ist 

unabhängig von v und bezeichnet das Präzisionsmaß der Gewichts- 
einheit Es unterliegen also bei diesem Vorgange die Gleichungen (2*) 
dem einheitlichen Gesetze 

A 

dein die Gewichtseinheit unterworfen ist. 
Die nun geltenden Normalgleichungen: 

[a a]x + [a'V]y + [a c> = [a'H 

[V a> + [V V]y + [6' c']z ^ [V H (4) 

[c a']x + [c' V]y + [c' c']z = [c' ^ 

lauten in den ursprünglichen Größen: 

[paa\x + [pab]y + [pac'jz = [paT] 

[pba]x + [pbl]y + lpbc]0 ^[phT] (4*) 

[pca]x + [pcb]y + [pcc]z-= [pcl]] 

ebenso gestalten sich die Gewichtsgleichungen für x in den alten 
Größen wie folgt: 

[pba]Q,, + \jpbb-]Q,, + [pbc]Q,, = (5*) 

und ähnlich die für y und z. 

Die Gleichungen (14) in Nr. 157: 

[aA] = 0, [6A]=-0, [cA] = 0, 

aas denen die Normalgleichungen hervorgegangen sind^ lauten nunmehr: 

[>aAj = 0, [p6A]-0, I>cA]-0 (6*) 

und stellen die Bedingungen vor, unter welchen die Summe |j)AA] 
in bezug auf x, y, z ein Minimum erlangt. Daraus ergibt sich die 
Erweiterung des in Nr. 157 formulierten Prinzips auf den Fall un- 
gleich genauer Beobachtungen. Es sind nämlich dann jene Werte 
der Unbekannten die vorteilhaftesten, für welche die Summe der mit 
den Gewichten multiplizierten Qu,adrate der (scheinbaren) Fehler am 
kleinsten toird. 

öitiffzedby Google 
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Für den mitüerm Fehler der Gewichtseinheit ergibt sich aus den 
auf gleiches Gewicht (—1) reduzierten A' der Ausdruck: 



-V^- 0) 



wenn u die Anzahl der Unbekannten ist; in den ursprünglichen X aus- 
gedrückt lautet diese Formel: 

,.ym. . (,., 

Aus II ergeben sich mittels der Gewichte der Unbekannten deren 
mittlere Fehler nach den Formeln: 

(^x--/^-(^VQnf f^y = rr- "^ f*V^ usw. 

161. Auflösiing derNormalgleichungen und der OewichtB- 
gleichungen. Hierbei ist es nicht notwendige den Fall ungleich ge- 
nauer Beobachtungen von dem gleich genauer zu unterscheiden, weil 
Normal- und Gewichtsgleichungen in beiden Fällen dieselbe Form 
haben. 

Wenn es sich nur um wenige Unbekannte handelt und die Koeffi- 
zienten der Gleichungen einfache Zahlen sind, dann wird man sich 
eines der verschiedenen Kombinationsverfahren der Algebra bedienen, 
um möglichst rasch zum Ziele zu kommen. Sobald aber die Anzahl 
der Unbekannten einigermaßen erheblich ist und die Koeffizienten 
vielsteUige Zahlen sind, empfiehlt sich jener systematische Vorgang, 
den Gauß^) angegeben hat. 

Aus der ersten Gleichung des Systems 

\aa\x + [a6]y + \ac\z = [aZ] 

\al]x + \bh-\y^[hc\z^\bl\ (1) 

\ac\x + \bc\y -f [cc\z = \cl\ 
folgt: 

^ ^ [aa] y + [_aa\ ^ [aa\ ^^^ 

Subtrahiert man diese Gleichung, nachdem man sie mit [a6], be- 
ziehungsweise [ac] multipliziert hat, von der zweiten und dritten, so 
entsteht das Gleichungspaar: 

l[M-g^M)y+([cc]-M[ao]).=[.q-g^M, 

1) Disquisitio de elementis ellipticis Palladis. Comment. Gott. 1810, und 
Theoriae combin. suppl. 1826, Art. 13. 
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das analog gebaut ist wie das System (1); deiiu die zur Hauptdiago- 
nale symmetrisch liegenden Koeffizienten sind wieder gleich und die 
der Hauptdiagonale selbst Quadratsummen wie dort, daher positiv; so 
ist beispielsweise 

Femer zeigen die Koeffizienten und die absoluten Glieder einen ein- 
heitlichen Bau, der sich durch das Schema 

darstellen läßt; führt man dafür das Symbol 

[ilc . 1] 
ein, wonach also 

t^^l-Mt«*]-t**-ll' M-^^^[<^c]^[bc.l], •■• (3) 
ist, so schreibt sich jenes Gleichungspaar wie folgt: 
[U ■ l]y + [hc ■ l]z = [hl ■ 1] 
[bc ■ l]y + [cc ■ l]e =- [cl ■ 1]. ^^ 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

multipliziert man dies mit [bc ■ 1] imd subtrahiert von der zweiten 
Gleichung, so entsteht: 

Koeffizient und rechte Seite sind hier nach dem Schema 

gebildet; gebraucht man hierfür die Abkürzung 

[ilc -2], 
wonach also 

SO schreibt sich die obige Gleichung: 

[cc'2]z^[cl'2l (7) 

Aus ihr folgt dann: 

Die Gleichungen (2), (5), (8) sind geeignet, das System (1) der 
Normalgleichxmgen zu ersetzen; ihre Vereinigung: 
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[ab] ^^ , [ac] __ [gl] 



X + 



[aa]' 






[aa] 
[bl-1] 



[bC'l] _\ 

y ^ [bb'l]^'^[bb-l] 
^ [cc . 2] 



(9) 



bildet das System der reduzierten Normalgleichungen, Dasselbe ge- 
stattet die Berechnung der Unbekannten darcb sukzessive Substitution 
von der letzten zur ersten. Hat man die darin auftretenden Brüche, 
welche in ihrer Reihenfolge kurz mit 

bezeichnet werden mdgen, berechnet, so lassen sich mit Hilfe der- 
selben X, y, z explizite darstellen; es ist nämlich 

\ \ Cil 
a;= U 1 CjUlj-6jt, + (6iCj-Ci)t, 

li 

(10) 



y = 



z — 



ll 



Würde man dasselbe Eliminatiousverfahren, das hier auf die 
Normalgleichungen ausgeübt worden ist, auf die Gewichtsgleichungen 
von jsr, d. i. auf 

[a6]esi+[6&]«8. + [6c]ft,-0 (11) 

zur Anwendung bringen, so ergäben sich in (9) links dieselben Koefß- 
zienten, rechts dagegen andere Werte; es entsteht nämlich (11) aus 
(1), wenn man außer der Änderung der Zeichen für die Unbekannten 

[«q durch 0, \bT\ durch 0, \cX\ durch 1 

ersetzt; infolgedessen wird weiter 

[6M] -[6q -[;*][«?] gleich 
[cM]-[d]-[f^M gleich 1 
[d . 2] - [cM] - [|f^[5M] gleich 1 , 
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und das zu (11) gehörige reduzierte System lautet: 

^51 ^ [aa] ^^^ ' [aa] ^^s 

Am bemerkenswertesten ist die dritte dieser Gleichungen, da sie 
aussagt, daß bei dem eingeschlagenen Eliminationsverfahren der Nenner 
der letzten Unbekannten zugleich ihr Gewicht angibt. 

Auf diese Weise ist aber eben nur das Gewicht der letzten Un- 
bekannten einfach gefunden. Um das der ersten zu erhalten, kann 
man das System der Normalgleichungen derart umstellen, daß die 
Gleichungen und die . Unbekannten in die umgekehrte Ordnung 
kommen; führt man bei dieser Anordnung das Eliminations verfahren 
wie früher durch, so gibt der Nenner von x zugleich dessen Gewicht. 
Zur Bestimmung des Gewichtes von y wäre nur die Umstellung des 
abgekürzten Systemes (4) erforderlich. Wählt man diesen Vorgang, 
so gewährt die mehrfache Bestimmung der Unbekannten zugleich eine 
Kontrolle der Rechnung. 

Bei einer größeren Anzahl von Unbekannten wird jedoch eine 
solche Wiederholung des Eliminationsverfahrens beschwerlich; es 
empfiehlt sich dann, jedes System von Gewichtsgleichungen ebepso 
zu reduzieren wie das Normalgleichungssystem. Dabei kann vpn dem 
Umstände, daß Qi^ = Qj^i, vorteilhaft Gebrauch gemacht werden. Hat 
man das System (12) vollständig aufgelöst, also Q^^, Q^^, Q^^ be- 
rechnet, so ist für das System der zu y gehörigen GewichtsgleichungeA 
eine Unbekannte, nämlich ^^3, schon bestimmt; man kann sich daher 
auf die ersten zwei Gleichimgen: 

[aa]Q,, + lab\Q,, + lac\Q,,^0 
[ba]Q,, + [bb]Q,, + [bc]Q,,^l 

beschränken, sie auf die reduzierte Form 



+^^3o ^— 



(la) 



bringen und nach ^^u ^22 auflösen. Dann aber sind für das zu .r 
gehörige Gewichtsgleichungssystem bereits zwei Unbekannte, Q^^ und 
^^3, bestimmt, und man kann sich auf die eine Gleichung 

Digitized by VjOOQIC 



312 Zweiter Teil. Ausgleiclmngsieclinnng. 

beschränken, die man zum Zwecke der Berechnung von Q^^ auf die 
reduzierte Form 

bringen wird. Der Umstand, daß man es in den Gleichungen (12), 
(13), (14) auf der linken Seite immer mit denselben Koeffizienten zu 
tun hat, bedeutet eine wesentliche Vereinfachung der Bechnimgen.*) 

162. Nichtliueare Relationen zwischen der beobachteten 
nnd den unbekannten OröBen. Die Theorie der Ausgleichung 
vermittelnder Beobachtungen bedarf noch einer wichtigen Ergänzung. 
In Nr. 157 ist nämlich angenommen worden, daß zwischen der zu 
beobachtenden Größe V und den Unbekannten X, Y, Z, - - - eine 
lineare Beziehung bestehe. Ist dem nicht so, ist der Zusammenhang 
ein anderer, so ist eine vorbereitende Rechnung erforderlich, bevor 
an die Ausgleichungsrechnung selbst geschritten werden kann. 

Es bestehe allgemein zwischen V und den (drei) Elementen die 
Beziehung: 

o = -F+F(x, r, z). (1) 

Die Beobachtung l^ von F, mit dem Fehler s^, fQhrt zu der Gleichung: 

s^ = -K + FXX, r, Z); (2) 

der Zeiger v bei F deutet auf Parameter hin, welche sich von Be- 
obachtung zu Beobachtung ändern. 

Wählt man in zweckmäßiger Weise so viel Beobachtungen aus, 
als es Unbekannte gibt, und betrachtet sie als fehlerfrei, so ergeben 
sich Gleichungen in gerade zureichender Zahl zur Bestimmung von 
Nähenmgswerten X^, Y^y Zq der Unbekannten. Von diesen werde 
angenommen, daß die Korrektionen |, 17, g, durch welche sie auf die 
wahren Werte X, F, Z ergänzt werden, so klein seien, daß man 
Glieder mit Potenzen und Produkten derselben außer acht lassen 
kann. Unter solchen Verhältnissen darf 

= F, (Xo, To, Zo) + ^% + g^' ^ + äz^' ^ 
gesetzt werden, und es geht die Gleichung (2) über in: 



1) Ober Methoden zur indirekten Auflösung der Normal- and Gewichts- 
gleichungen, durch die eine fortgesetzte Annäherung an die Werte der ün> 
bekannten angestrebt wird, sehe man Helmert, Die Ausgleichungsrechnung obw., 
2. Aufl., Leipzig 1907, p. 176—180. 
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Wenn 


nun 
















K- 


-K 


(X,, 







(4) 



gesetzt wird, so nimmt (3) die in Nr. 157 vorausgesetzte lineare 
Form an: 

6,= -r,. + aJ + 6,iy + c,e. (5) 

Jeder solchen Gleichung entspricht eine andere: 

K^-^ ''" + ^v^ + Ky + <^v^j (6) 

in der x, y^ z iie> vorteilhaftesten Werte der Korrektionen bedeuten, 
so daß 

X^+x, Y^+y, Z^+is (7) 

die vorteilhaftesten Werte der Unbekannten selbst sind. 

Aber erst der Erfolg der Rechnung kann darüber belehren, ob 
die Voraussetzung zulässig war, auf welcher der Ansatz (3) beruhte. 
Sollten sich für Xy y, z so große Werte ergeben, daß man gegen die 
Außerachtlassung der Potenzen und Produkte Bedenken tragen muß, 
dann wäre die gauze Rechnung mit den Werten (7) als neuen Nähe- 
rungswerten zu wiederholen. 

Die Einführung von Näherungswerten für die Unbekannten em- 
pfiehlt sich zumeist auch dann, wenn die Relation zwischen V und 
X, Y, Z, ' -* von Natur aus linear ist; sie hat dann aber einen andern 
Zweck als vorhin, nämlich den der Vereinfachung der numerischen 
Bechnung, Sind nämlich die Beobachtungsergebnisse l^ vielziffrige 
Zahlen, so kann durch passende Näherungswerte bewirkt werden, daß 
die nach der Vorschrift (4) reduzierten Beobachtungen: 

bequemere Zkhlen werden. 

Mitunter kann die Umwandlung der nichtlinearen Relation (1) 
in eine lineare auch auf einem andern Wege, mit Umgehung von 
Näherungswerten, bewerkstelligt werden, wenn sich eine analytische 
Operation /* angeben läßt, durch welche die Punktion F in eine lineare 
umgewandelt wird^), so daß 



1) Als Beispiel diene: F= Ce"*^"*"*^; durch die Operation des Logarith- 
mierens im natürlichen System gebt daraus die in bezug auf X, Y lineare Be- 
ziehung: l ' F= l'C + aX+bY hervor. 
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f(r)^f{FiX,T,Z)}~K+aX+hY+cZ (8) 

ist. Nun muß aber beachtet werden^ daß die Ausgleicbung nicht an 
den Beobachtungen von F selbst, sondern an einer Funktion f(T) 
der Beobachtungswerte vorgenommen wird, und dies hat auf die (Je- 
wichte der Gleichungen (8) Einfluß. 

Ist Zy eine Beobachtung von F, s^ ihr Fehler; gehören femer zu 
dieser Beobachtung die Werte a^, 6^, c^ der Parameter, so gibt sie 
zu der Gleichimg: 

fil +e,) = K,+ a,X+ b,Y+ c,Z (9) 

Anlaß: für ein sehr kleines Sp kann 

gesetzt werden. Hat nun l^ die Präzision ä^, das Gewicht p^, so hat 
nach Nr. 138 wegen 

f(l^) die Präzision 

K 
dl 

V 

und ein Gewicht ^i, das sich aus der Beziehung 

ergibt; somit ist 

Waren die Beobachtungen l^ von gleicher Genauigkeit und vom Ge- 
wicht 1, so bekommt die Gleichung 

4 == - r. + a^X + \Y+ c,Z, (11.) 

welche aus (9) hervorgeht, wenn man 

V 

setzt, das Gewicht 

p;--^.. (10*) 

Auch diese Methode^), die nur in ganz besonderen Fällen an- 



1) Auf ihre korrekte DarchfOhrang hat Th. Wittstein hingewiesen 
Zeitschr. f. Math. n. Phys. XXYII (1882), p. 315, und ,,Das mathematische Ge- 
setz der Sterblichkeit**, 2. Aufl., 1888. 
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wendbar ist, hängt von einer Voraussetzung, nämlich von solcher 
Kleinheit des Beobachtungsfehlers ab, daß dessen Potenzen vernach- 
lässigt werden können. 

163. Znsammenstellimg der Besultate. Das erste Geschäft 
bei der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen ist die Aufstellung 
der Fehlergleichungen, die schließlich immer die Form; 

K'= — K+ ^v^ + Ky + ^v^ (1) 

annehmen. Ihre Anzahl stimmt mit der Anzahl der Beobachtungen 
überein. Handelt es sich um lineare Beziehungen, so bedarf dies 
keiner besonderen Rechnung; nur bei Einführung von Näherungs- 
werten Xq, rjj, Zq zum Zwecke der Reduktion der / hat man für 
jede Gleichung den Wert von 

a,Xo+6,ro+c,Zo 

zu berechnen, von l^ zu subtrahieren und mit den Differenzen Vy 
wieder Gleichungen von der Form (1) zu bilden, in welchen x, y, z 
nunmehr Korrektionen an den Näherungswerten bedeuten. Bei nicht- 
linearen Relationen erfordert die Aufstellung der Fehlergleichungen 
besondere Vorarbeiten, die in Nr. 162 erörtert sind. 

Das zweite Geschäft besteht in der Bildung der Normcdgleichungen, 
die auf die Berechnung des Summensystems 

[aa\ [ab] [ac] [al] 

[ib] [bc] [bl] (2) 

[cc] [cT\ 

hinauskommt und bei zahlreichen Beobachtungen und vielziffirigen 
Eoefßzienten den beschwerlichsten Teil der Arbeit bildet. Zu ihrer 
Erleichterung können Quadrattafeln ^) und Produkttafeln ^) gute Dienste 
leisten. In Ermangelung der letzteren können die nichtquadratischen 
Summen wie [a6], [ac] usw. mit einer Mehrarbeit auch mittels 
Quadrattafeln berechnet werden, weil 



ist.») 



Iah] == [(« + &)']-[ ««]- [M 



1) Solche finden sich in vielen Logaiithmenweiken. 

2) Rechentafebi von A. L. Grelle (6. Ausg. 1880) und H. Zimmermann, 
1889. — Für die Bildung von Quadraten und Produkten sind auch Tafeln der 
Yiertelquadrate geeignet; die ausgedehnteste und verläßlichste derartige Tafel 
ist die von J. Blater, Wien 1887 

3) Bei Beobachtungen ungleicher Genauigkeit kommt noch die Multi- 
plikation mit den Gewichten hinzu. Das zu berechnende Summensystem 
lautet hier: 

[i^aa] [i>a&] [pctc] [pcil\ 
[pbb] [pbc] [pbl] 



\j?cc] [pcT], 
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Das dritte Geschäft ist die Auflösung der Normalgleichungen und 
in Verbindung damit die Gewichtsbestimmung. Die Aufstellung der 
reduzierten Normalgleichungen^ welche hierzu erforderlich ist^ bedingt 
die Bildung der Koeffizieuten 

[6&.1] [6c. 1] [bl.l] 

nach den Schematen der Nr. 161; sind diese berechnet, so kann nach 
AnsfÜhrong einiger Divisionen das System: 

^^ \aby^ [aa] ^ [aa] 

^ [cc-2] 

ziffermäßig hergestellt werden; aus ihm erhalt man (durch sukzessive 
Substitution) z, y, x. Gleichzeitig ist das Gewicht von z bestimmt; 
über die Ermittelung der Gewichte von y und e ist in Nr. 161 das 
Nähere angegeben. 

Das vierte Geschäft betriflft die Berechnung der scheinbaren Fehler. 
Man erhält sie durch Einsetzung von x,y,zin. die Fehlergleichungen (1). 

Das letzte Geschäft ist die Genauigkeitsbestimmung. Sie erfordert 
die Berechnung des mittleren Fehlers der einzelnen Beobachtung oder 
der Gewichtseinheit. Dazu ist die Bildung von [AA], beziehungsweise 
[pAA] nötig, wozu wieder Quadrat- und eventuell auch Produkttafeln 
verwendet werden können. Hierauf hat man bei u Unbekannten 

/i.==l/J^-, beziehungsweise =1/L^^- (5) 

Daraus berechnen sich mittels der Gewichte p^, p^, p^ der unbekannten 
deren mittlere Fehler: 

/*«-,/-' ^y^'^^ ^^^^' (^^ 

Bei der Ausführung umfangreicher Rechnungen ist die Anwendung 
von Kontrollen unbedingt erforderlich. Die Theorie gibt deren einige 

ist aber bei den weiteren Bechenprozessen genan ßo wie (2) zu behandeln, wird 
daher häufig auch in der Form 

(aa) (ab) (ac) (aT) 

m (be) (bl) 

(cc) (cT) 

geschrieben. Dementsprechend werden auch weiter unten, in (3), (4), . . . die 
eckigen Klammem durch runde ersetzt. 
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anmittelbar an die Hand. So besteht eine durchgreifende Probe nach 
erfolgter Auflösung der Normalgleichungen und Berechnung der X 
darin y daß man prüft, ob 

[aA]-0, [6;i]-0, [cA] = (7) 

sei, wie es die Theorie verlangt [s. Nr. 157, Gleichungen (14)]. Bei 
ungleich genauen Beobachtungen treten an Stelle von (7) die Glei- 
chungen: 

[paA] = 0, [p6A]-0, [pcA] = (7*) 

[s. Nr. 160, Gleichungen (6*)]. 

Eine andere, ebenfalls durchgreifende Kontrolle besteht in einer 
zweiten Berechnung von [AA], die sich wie folgt ergibt. Aus 

folgt, wenn man quadriert und addiert, 

[AA] « PZ] +{[aa]a? + [al'\y + [ac\e - 21(11]] x 

+ [\ah-\x + \bl-\y + \hc\z~ 2\bl]]y 

+ {\(^ö\x + \bc\y + [edle - 2\ci:\]z, 

und dies reduziert sich vermöge der Normalgleichungen auf 

[XA] - \IT\ - \ai:\x - [hlly - [cl\e. 

Um sich nun von den berechneten Werten der Unbekannten unab- 
hängig zu machen, schreibe man die erste der Gleichungen (4) darunter 
in der Anordnung 

multipliziere sie mit [aT] und addiere sie zur vorigen; dadurch ent- 
steht: 

[n] = [II] - [*9* - [il . l]y - [cl ■ l]z. 
Hierunter setze man die zweite der Gleichungen (4): 



[bb'l] -T-y ^ [66.1]"' 

multipliziere sie mit [6i • 1] und addiere zur vorigen; es entsteht: 

Die letzte der Gleichungen (4) nach Multiplikation mit [cZ • 2] dazu- 
gefcigt, erhält man schließlich: 

TA AI - [in -l^- ^^±^ - ^^hll . (8) 

LAAJ-L*'J ^aa] [66.1] [cc-2] W 

Hat man dem Schema (2) gleich von Anfang an die Summe [IT\ 
angereiht, so erfordert die Durchffthrung dieser Formel (8) nur noch 
Größen, welche schon wegen der Bildung der reduzierten Normal- 
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gleichungen (4) notwendig sind. Übrigens ist die rechte Seite von (8) 
gleichbedeutend mit dem Symbol [ii • 3] un'd kann daher auch nach 
den Schematen von Nr. 161 gebildet werden; denn es ist 

daher 

wenn man das Gesetz der Schemata fortbildet. 

Bei großen Ausgleichungsarbeiten führt man eine die ganze 
Rechnung begleitende Kontrolle durch, auf die hier nicht eingegangen 
werden soll.^) 

164. Bedeutung der Resultate. Ableitung empirischer 
Formeln. Die Theorie vermittelnder Beobachtungen, wie sie hier 
dargestellt worden ist, beruht auf gewissen Voraussetzungen. Halten 
wir an dem Falle fest, daß es sich um eine lineare Beziehung handle, 
so wird zunächst angenommen, daß in der Gleichung 

e,^-K+a,.X+\Y+c,Z (1) 

£^ den Fehler der Beobachtung l^ vorstelle und die Parameter a^, 6^, c^ 
fehlerfrei bestimmt seien. Weiter wird vorausgesetzt, daß €^ dem 
Gesetze 






■hj' 



V *v 



folge. Unter diesen Voraussetzungen hat sich die Methode der kleinsten 
Quadrate als diejenige lineare Kombination der Gleichungen (1) er- 
geben, welche die mit dem kleinsten Fehlerrisiko verbundenen Werte 
der Unbekannten liefert, wobei der Begriff des Fehlerrisikos in der 
Fassung von Nr. 140 gedacht ist. 

Unter minder einschränkenden Voraussetzungen, nämlich unter 
der Annahme, daß die €^ von konstanten Anteilen frei seien, daß also 
das Gesetz, welchem das einzelne e^ folgt, irgend eine gerade Funktion 
von s^ sei, hat Gauß^) die Methode der kleinsten Quadrate als die- 
jenige lineare Kombination der Gleichungen (1) nachgewiesen, welche 
Werte der Unbekannten mit den kleinsten mittleren Fehlem liefert 
Auch hier ist das Prinzip des kleinsten Fehlerrisikos zur Grundlage 
genommen, jedoch in dem besonderen Sinne, daß hierunter die 
Quadratwurzel aus dem mittleren Fehlerquadrat verstanden wird. 

1) Näheres hierüber sowie über die planmäßige Durchführung der Arbeit 
unter Verwendung verschiedener Rechenmittel findet man in Helmert, Die 
Außgleichungsrechnung etc., 2. Auflage, Leipzig 1907, p. 131 — 136, 148 — 171. 

2) Theoria combinat. 
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Kann ferner angenommen werden, daß die scheinbaren Fehler 

welche aus der Annahme x, y, z für X, F, Z resultieren, dem Gesetz 

—Le"*»'*^»'* folgen, so erweist sich die Methode der kleinsten Quadrate 

als dasjenige Verfahren, das die wahrscheinlichsten Werte der Unbe- 
kannten liefert, weil sie der Koexistenz der Werte A^ (1/ =» 1, 2, • • • n) 
die größte Wahrscheinlichkeit verleiht. 

Die Methode der kleinsten Quadrate wird aber auch in Fällen 
zur Anwendung gebracht, wo die Sachlage eine von der obigen ver- 
schiedene ist. Man denke zunächst an den Fall, daß nicht bloß Z^, 
sondern daß auch die Parameterwerte a^, \, c^ Resultate der Beob- 
achtung und daher Fehlem unterworfen seien, dann hat s^ die Be- 
deutung des Fehlers der Funktion — l^ -\- a^X + h^Y + c^Z. Wüßte 
man, daß die Fehler von Z^, a^, 6^, c^ sämtlich Gesetze von der Form 

g_Ä«(j^ befolgen, so könnte nach Nr. 138 das Gesetz bestimmt wer- 

den, nach dem s^ sich richtet, und damit wäre auch die* der Glei- 
chimg (1) zuzuschreibende Präzision gefunden, alles dies jedoch unter 
der Voraussetzung, daß man gute Näherungswerte von X, Y^ Z im 
voraus kennt. 

Ein weites und wichtiges Gebiet der Anwendung der Methode 
der kleinsten Quadrate bildet die Ableitung empirischer Formeln, 

Es liege ein Beobachtungsmaterial vor, das sich auf eine Größe V 
und auf Parameter a, 6, c bezieht, von welchen jene abhängt; dasselbe 
bestehe in n Reihen zusammengehöriger Werte 

K\ ^vJ K7 ^v - (v=l,2, •••«) 

Man soll dieses Beobachtungsmaterial durch eine analytische Gleichung 

r^F(X,Y,Z) (3) 

darstellen, die entweder aus theoretischen Erwägungen hervorgegangen 
ist oder als Hypothese über den Zusammenhang zwischen F, a, 6, c 
angenommen wurde und außer diesen Größen noch u (= 3) unbekannte 
Konstanten X, Y, Z enthält. 

Man schlägt nun zur Lösung dieser Aufgabe den Weg ein, den 
die Methode der kleinsten Quadrate für dieses Problem, als einen Fall 
der Ausgleichungsrechnung, vorschreibt, bestimmt die „vorteilhaftesten"* 
Werte x, y, der Unbekannten und bildet mit diesen die empirische 
Formel 

V = F(x, y, z), (4) 

welche gestattet, zu jeder Wertgruppe der Parameter a, &, c den zu- 
gehörigen Wert von F zu berechnen. 
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In solchen Fällen handelt es sich nicht mehr um die „Ausglei- 
chung von BeobacMungsfehlern'^^ denn die A^, welche sich durch die 
DiflFerenzen 

darstellen^ stammen jetzt nicht allein von den Fehlem her, welche 
den beobachteten Größen Z^, a^, 6^, c^ anhaften, sondern und meist 
vielmehr aus den vereinfachenden Annahmen, welche bei der theoreti- 
schen Ableitung des Ansatzes (3) gemacht worden sind, beziehungs- 
weise aus der Hypothese, deren analytischen Ausdruck dieser Ansatz 
bildet. Die gewonnene Formel (4) kann als eine solche bezeichnet 
werden, der das Beobachtungsmaterial in seiner Gänze „möglichst 
genau genügt^^, und die Summe [AA], die kleinste unter allen, so lange 
man an der Form (3) festhält, repräsentiert ein „Maß für das Ge- 
nügen". Die Gewichte der Unbekannten, wenn man sie mitbestimmt, 
belehren über den Grad der Sicherheit, mit welchem jede einzelne 
Unbekannte bestimmt ist. Hat man über dasselbe Beobachtungs- 
material zwei verschiedene Hypothesen in Form von Gleichungen aof- 
gestellt und zu jeder Hypothese die empirische Formel bestimmt, so 
zeigen die zugehörigen Summen [AA], welche der Hypothesen das 
Beobachtungsmaterial in seiner Gänze besser darzustellen gee^et ist; 
man wird von diesem Gesichtspunkte aus jener den Vorzug geben, 
der das kleinere [AA] zukommt.^) 

Eine allgemeine Entscheidung darüber, wann eine empirische 
Formel überhaupt geeignet ist, einen Komplex von Beobachtungen 
analytisch darzustellen, kann nicht gefällt werden. Es hängt dies 
davon ab, ob die A^, zu welchen die Formel fahrt, innerhalb der 
Fehlergrenze liegen, mit welcher V beobachtet werden kann, oder ob 
sie Abweichungen vorstellen, die mit Rücksicht auf den verfolgten 
Zweck vernachlässigt werden dürfen. 

165. Beispiel LZ. Die Linien des sogenannten Wasserstoff- 
spektrums zeigen eine von Balmer entdeckte Gesetzmäßigkeit; man 
kann nämlich die Wellenlänge der aufeinanderfolgenden Linien H^^ 
-EL, JHy, • • • des Spektrums durch die Formel 



w* — 4 



ausdrücken, in welcher m die aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen 
von 3 an und X einen konstanten Faktor bedeutet; zur Berechnung 



1) Über diese erweiterte Auffassung der Methode der kleinsten Quadrate 
als eines Verfahrens zur Lösung von Problemen des ,,möglichst genau Genü gena" J 
des f^möglichst nahe Liegens^^ (bei geometrischer Auslegung) vergleiche maa die 
kleine Schrift von R. Henke, Über die Methode der kleinsten Quadrate, 2. A.ufl., 
Leipzig 1894. 
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dieses Faktors sollen die Ergebnisse der von Arnes durchgeführten 
Messongen der Wellenlangen benützt werden , deren Resultate in der 
weiter unten aufgestellten Tabelle aus der ersten und vierten Kolonne 
ersichtlich sind.*) 

Bezeichnet man den a priori bekannten Parameter ,_ mit a, 

die beobachtete Wellenlänge mit ly so gibt die obige Formel Anlaß 
zu einem System von Fehlergleichungen der Form: 

X ^ — l + ax. 

Bestimmt man für X aus irgend einer der Beobachtungen den auf 
Einheiten abgerundeten Näherungswert Xq, so ergibt sich 

Xo-3647; 

nennt man den vorteilhaftesten Wert der hieran anzubringenden Kor- 
rektur §, so nehmen die Fehlergleichungen die Gestalt 

an, wobei 

r^l-aX^. 

Die einzige Normalgleichung 

[aa]| = [aV] 
liefert 



KJ« 



2,80 



^ [aa] 17,47 ^'^^' 
folglich ist 

rr=.Xo + 5^=3647,16, 

und die empirische Formel zur Bestimmung der Wellenlänge lautet: 

L ^ 3647,16 -T-, . 



Linie 


m 


a 


l 


r 


cba 


aV 


1--L 


Ba 


8 


1,8000 


6564,97 


0,37 


3,2400 


0,67 


0,08 


ß 


4 


1,8333 


4862,93 


0,39 


1,7769 


0,52 


0,06 


7 


6 


1,1905 


4342,00 


0,26 


1,4186 


0,48 


0,07 


S 


6 


1,1260 


4103,11 


0,33 


1,2656 


0,37 


0,05 


s 


7 


1,0889 


3971,40 


0,18 


1,1859 


0,19 


0,02 


£ 


8 


1,0667 


3890,30 


0,16 


1,1886 


0,16 


0,02 


V 


9 


1,0519 


8886,80 


0,34 


1,1067 


0,36 


0,17 


^ 


10 


1,0417 


8799,20 


0,12 


1,0868 


0,12 


0,09 


i 


11 


1,0342 


3771,90 


0,17 


1,0692 


0,17 


0,01 


X 


12 


1,0286 


3751,30 


0,00 


1,0588 


0,00 


— 0,01 


l 


13 


1,0242 


3736,30 


0,04 


1,0486 


0,04 


— 0,27 


f* 


14 


1,0208 


3722,80 


— 0,17 


1,0424 


-0,17 


— 0,33 


V 


16 


1,0181 


3712,90 


-0,11 


1,0363 


— 0,11 


— 0,27 












17,4732 


2,80 





1) W. Nernst, Theoretische Chemie, 2. Anfl, 1898, p. 

Ob ab er, Wahrscheinlidtkeitsreclmang. I. 2. Aufl. 



196—196. 
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Die vorsteheDde Tabelle gibt außer den Beobachtongen auch 
die zur Berechnung von x benützten Größen sowie die Differenz^ 
l — L, d. i. Beobachtung — Berechnung. Eine Genauigkeitsbestimmung 
ist nicht vorgenommen worden. 

166. Beispiel LZI. Ausgleichung von Höhenmessungen. Es 
sind die Höhenabstände folgender Punktepaare gemessen worden: 

Zur Festlegung der relativen Höhenlage der vier Punkte Ä^ B, C, D 
genügen aber drei Höhenabstände, somit sind drei Beobachtungen 
überzählig. Faßt man die drei ersten Höhenabstände als die unbe- 
kannten X, Y, Z auf, so ergeben sich folgende Fehlergleichungen: 

Aj = — ?i + a; 

h — ^8 + y 

h ^3 + ^ 

^6 = - ^6 — y + ^ . 

Sind alle Messungsergebnisse als gleich genau zu betrachten, so 
hat man zur Bestimmung von x^ y, z die Normalgleichungen: 

-X— y + ?^z^k+% + l^^ 
Tax ihrer Lösung bilde man die Summe: 

30 + y -{- z-=-\ + \ + l^ 

und addiere sie folgeweise zur ersten, zweiten und dritten Gleichung; 
dadurch erhält man: 

Für [i.k'] ergibt sich nach der Fonnel 

[XX] = [?q - \_aT\x - \hT\y - [cl]e 
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mit Benützung der rechten Seiten der Normalgleichungen der Ausdruck: 

[u-]^^[[ii]-i,i,-ki,-\-ki,+i,i,-kk-i,h 

+ ^2^6 ^3^ ^8^6 — hh + ^4^6 — ^5^6 } 5 

die Quadratwurzel aus dem dritten Teile dieses Wertes ist der mittlere 
Fehler einer einzelnen Beobachtung. 

Die Gewichtsgleichungen für x sind: 

3<2n- <2i2- «18 = 1 

-Qn- «■s+3<?,a = 0; 

verfährt man mit ihnen wie mit den Normalgleichungen, so er- 
gibt sich: 

Öii = Y; ebenso ist ^22= y; Qss^^y' 

Es ist hiernach der mittlere Fehler jeder Unbekannten dem "j/^-fachen 
mittleren Fehler einer Beobachtung gleich. 

167. Beispiel LXH. StcUionsamgleichung. Bei dieser handelt 
es sich um eine ähnliche Aufgabe wie bei der Ausgleichung von 
Höhenmessungen. 

Von einem Punkte L aus sind folgende Winkel zwischen den 
Ptmkten E, S, Äj G, Fig. 17, gemessen worden: 

Die nachfolgend angegebenen Ergebnisse sind Mittelwerte ans der 
daneben angeführten Anzahl einfacher Beobachtungen: 

ii = 59«53'44",03, 16 

1^= 98 53 23,41, 8 

?8 =- 271 17 29 ,38, 8 

l = 38 59 38 ,97, 8 

?, = 211 23 46 ,38, 8^). ^„ 

Da zur relativen Bestimmung der vier Richtungen LE^ LS, 
LAj LG drei Winkel ausreichen, so sind zwei Messungen über- 
schüssig. Wählt man 

X^{ES), Y^{EÄ), Z^{EG) 




1) Die Europaische Längengradmeßsung. I. Heft. VeröffentL d. Königl. 
Prenß. Geod. Inst. etc. Berlin 1898, p. 205. 
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als die Unbekannten, die rohen Beobachtunjrswerte 7 7 / i j «. 
Näherungswerte, so ergeben sich für Srjrtdlhiftil ' vl " 
rangen .,,,.„ den Nähe^^erten I^CÄnglr" 

^' " « I Gewicht 2 

^° y „ 1 

^4 — 0,41 —x + y ^ j 

"^ir-l:t:V'''- - ^-^> -^ ^. -1,03 als Dimere, 
es ist^'LUr" '" Nonnalgleichungen gestaltet sich sehr einfach; 
[p-] = 4, [,«,j_i, ^„^3^_^^ M»_0,62 

sie kuten daher: Ci'««'] = 2, [_pcq - 1,03; 

-x + 2y --0,41 

- « + 2^ = 1,03 

and geben ohne Mühe 

^--0",103, y-.-0';257, . = 0"464 
Man berechnet daraus 

^1 0,103 

^» 0,257 

h = 0,464 



A 



'4 



0,257 



^5 =-0,464, 
und zwischen den ausgeglichenen Winkeln 

^ + ^1 =- 59<>53'43",927 
^ + -l, = 98 53 23 ,153 
^s + A, - 271 17 29 ,844 
^4 + A^ = 38 59 39 ,226 
^ + ^5=21123 45,917 
bestehen keine Widersprüche mehr. 
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Aus den drei Systemen von Gewichtsgleichungen: 






-«« + 2<?„ =>1 



findet man leicht 



4Ö81- <?M- «M-0 



Vii — 3 j V22 "~ 12 > ^83 — 12 ' 

Ferner berechnet sich direkt 

[pAA]- 0,581028, 
daraus der mittlere Fehler der Gewichtseinheit: 



-1/0,681028 n"p;Qa 
/^-[/ -5:^3- = 0,539; 

endlich 

^, = 0",539 ]/| = 0",309 , ^y = 0",539 ]/^ = 0",415 - /., . 

168. Beispiel LXTTT, Empirische Formel für die Länge des 
Sekundenpendels. Die Länge des Sekundenpendels an einem Orte 
unter der geographischen Breite B läßt sich durch die Formel: 

i = X-Ycos25 

darstellen, in welcher X, Y Konstanten bedeuten. Da für jB = 45® 
L == X wird, so heißt X die auf 45® reduzierte Pendellänge, und Y 
ist die Konstante, durch welche die Reduktion bewirkt wird. Auf 
Grund des nachfolgend mitgeteilten Beobachtungsmaterials ist die Be- 
stimmung der Konstanten vorzunehmen.^) 

Ist l eine unter der Breite B gemessene PendeUänge, so gibt sie 
Anlaß zu der Fehlergleichung: 

A = -- Z + ic — y cos 2B. 

Aus einer vorläufigen Rechnung ergab sich für y der Näherungswert 
0,002636 in Metern; setzt man 

y = 0,002636 (l-j^), 

so daß rj die prozentische Verbesserung dieses Wertes bedeutet, so 
verwandelt sich die Fehlergleichung in: 

A « - r- 0,002636 cos2jB + x + 0,00002636 i? cos2J?; 



1) F. R. Helmert, Die mathem. u. physik. Theor. d. höheren Geodäsie, 
n. Bd., Leipzig 1884, p. 238 ff. 
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l + 0,002636 cos 2B - T , 0,00002636 cos 2B - 6 

schreibt sie sich endlich: 

X'-^ — V + x + bt]. 

In der nachstehenden Tabelle sind die Werte von V und b für acht 
verschiedene Breiten zwischen und 80® und die weiter zur Durch- 
führung der Rechnung erforderlichen Größen zusammengestellt. 



Nr. 


r 

in Mikrons 


b 
in Mikrons 


bb 


bV 


l 


%l 


' 1 


993 668 


25,5 


650,26 


25 886 984,0 


— 18,8 


190,44 


2 


993 659 


22,9 


624,41 


22 752 501,1 


- 5,4 


29,16 


8 


993 528 


17,5 


306,25 


17 386 740,0 


+ 24,6 


605,16 


4 


993 562 


10,4 


108,16 


10 382 940,8 


- 0,g 


0,64 


6 


998 551 


1,5 


2,25 


1 490 826,5 


— 1,4 


1,96 


6 


998 556 


- 8,0 


64,00 


— 7 948 440,0 


- 7,2 


51,84 


7 


998 540 


— 16,2 


262,44 


— 16 095 348,0 


+ 6,1 


37,21 


8 


998 549 


— 22,5 


506,25 


— 22 354 852,6 


- 4,0 


16,00 




7 948 402 


81,1 


2424,01 


80 899 851,9 




934,41 




in 


[b] 


[bb] 


\bV] 




[U] 



Da in dem vorliegenden Falle a^ = 1 ist für alle Werte von i/, 
so ist [aa] = 8, [a6] «-»[&], [«^'l^P']? ^md es lauten daher die 
Normalgleichungen : 

%x+ 31,1 1?= 7 948402 

31,1 X + 2424,0i2 = 30 899 852 . 

31 1 

Multipliziert man die erste mit -~ und subtrahiert sie von der 
zweiten, so entsteht 

2302,77? = 447, 
woraus 

ri = 0,19 
und 

1,,- 2302,7. 

Kehrt man die Normalgleichungen um: 

2424,0i? + 31,1a; = 30 899 852 
31,li?+ 8«= 7 948402, 

31 1 

multipliziert die erste mit ' und subtrahiert sie von der zweiten, 
so ergibt sich 

7,6 a; ==7 551 596, 
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daraus 

a; = 993549 
tind 

Mit Hilfe von x, tj können nun aus den Fehlergleichungen die X 
gerechnet werden; so ist 

X^ 993 568 + 993 549 + 25,5 • 0,19 13,8 

usw.; die Werte sind in die Tabelle eingestellt. 

Der mittlere Fehler einer Gleichung ist hiemach 



^ -j/f^T ^ 12'^ Mikrons, 
der mittlere Fehler in der Bestimmung von rj: 



„.JM^ = 0,26. 



Wie aus den Gewichten zu ersehen, ist die Bestimmung von x 
weit unsicherer als die von rj] der mittlere Fehler von x: 

^"^ yifi ' 

beträgt A^ Mikrons. 

Für y ergibt sich jetzt der Wert 

y ^ 0,002636 (1 - 0,0019) - 0,002631 

mit dem mittleren Fehler 

0,002631. 0,0026. 

Mithin lautet die empirische Formel mit Angabe der mittleren 
Unsicherheit in y: 

Ä ^ 993 549 - 2631 (1 + 0,0026) cos 2B 

in Mikrons, oder, wenn man cos 25 durch 1 — 2 sin^jB ersetzt: 

Ä = 0,990918 { 1 + (0,005310 T 0,000014) sin^B) 

in Metern. 

169. Beispiel LZIV. Empirische Formel für die Spannkraft 
des gesättigten Wasserdampfes, Magnus hat im Anschlüsse an Unter- 
suchungen von August fOr den Zusammenhang zwischen der Spann- 
kraft 8 und der Temperatur t des gesättigten Wasserdampfes die 
Formel 

tY 

aufgestellt, in welcher X, F, Z Konstanten bedeuten. Für diese sollen 
auf Grund des in den zwei ersten Kolonnen der weiter unten folgen- 
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den Tafel mitgeteilten, von Magnus stammenden Beobachtnngs- 
materials die vorteilhaftesten Werte gefanden werden. 

Es bieten sich zur Lösung dieser Aufgabe zwei Wege dar 
(s. Nr. 162). Logarithmiert man (1), so entsteht: 

logS-logX+-^*J-^; 

entwickelt man den Bruch mit Hilfe von Näherungswerten Y^, Z^ 
für Y, Z nach den Korrektionen y, z, so gibt er bei Beschränkung 
auf deren erste Potenzen: 



und wenn l die zu t gehörige Beobachtung ist^ so entsteht die Fehler- 
gleichung: 

, = _logi + ^;5- + logx + ^,y-^|-,., (2) 

die linear ist in bezug auf log^, y, Z] bei weiterer Führung der 
Rechnung wäre ihr das Gewicht 

oder ein zu P proportionales Gewicht beizulegen, weil M eine Kon- 
stante, den Modul der gemeinen Logarithmen, bedeutet. 

Der zweite Weg besteht darin, daß man die Funktion in (1) 
selbst mit HiKe von Näherungswerten Xg, Y^, Z^ aller drei Kon- 
stanten nach den Korrektionen x, y, z entwickelt. Setzt man 



(3) 



dz, ^^" (z,+ty - z. + t'^'"^' 

so ergibt sich für die Beobachtung l die lineare Fehlergleichung: 

k ^ — V + ax + ly + cz. (4) 

Dieser Vorgang ist dem früheren, hauptsächlich weil er die be- 
schwerliche Berücksichtigung der Gewichte erspart, vorzuziehen. 

In der folgenden Tabelle sind neben dem Beobachtungsmaterial 
(^, X) die nach den Formeln (3) gerechneten Koeffizienten der Fehler- 
gleichungen zusammengestellt und die aus der weiteren Rechnung 
hervorgegangenen Abweichungen A angefügi Was die Näherungs- 
werte anlangt, so verschafft man sich solche durch Anwendung der 

Digitized by VjOOQIC 



n. AbBcbnitt. Kombination von Beobachtungen. 



329 



Gleichung (1) auf drei Beobachtungen; für t^O hat man sogleich 
Xq =» 4,53; die andern zwei Gleichungen bringt man durch Logarith- 
mieren auf die Form: 



^^0 



nog^, 

SO daß sie linear werden in bezug auf Y^, Z^. Eine derart durch- 
geführte Rechnung ergab: 

Xo=^4,53, ro-7,45, Zo- 234,70. 



Nr. 


Temperatur 




a 


b 


c 


r 


X 




Imm 










mm 


1 


— 5,31 


2,95 


+ 0,672 


— 0,161 


+ 0,005 


— 0,096 


+ 0,036 


2 


-8,64 


3,45 


0,763 


— 0,124 


+ 0,005 


— 0,007 


— 0,068 


3 


+ 0,00 


4,525 


1,000 


0,000 


0,000 


— 0,006 


— 0,078 


4 


8,01 


7,93 


1,761 


+ 0,605 


— 0,018 


— 0,049 


— 0,082 


5 


11,98 


9,88 


2,300 


1,165 


0,035 


- 0,641 


+ 0,376 


6 


16,82 


13,52 


3,149 


2,196 


0,064 


— 0,746 


+ 0,637 


7 


23,85 


22,24 


4,867 


4,681 


0,136 


+ 0,194 


— 0,490 


8 


35,95 


43,96 


9,763 


13,523 


0,373 


- 0,266 


- 0,230 


9 


44,90 


71,20 


15,717 


26,326 


0,726 


+ 0,002 


— 0,697 


10 


52,12 


101,40 


22,583 


42,806 


1,112 


— 0,908 


+ 0,028 


11 


58,68 


139,72 


30,910 


64,490 


1,636 


— 0,893 


— 0,165 


12 


74,47 


281,55 


62,300 


156,520 


3,723 


— 0,649 


— 0,839 


13 


78,83 


330,58 


78,152 


190,924 


4,543 


-- 1,248 


— 0,331 


14 


82,25 


387,56 


86,765 


232,136 


6,455 


— 1,365 


— 0,283 


16 


86,21 


453,31 


100,319 


281,098 


6,628 


— 8,807 


+ 2,109 


16 


91,34 


552,20 


122,213 


367,103 


8,160 


— 0,592 


— 1,115 


17 


93,66 


602,53 


133,354 


396,752 


9,003 


— 2,814 


+ 0,624 


18 


99,39 


743,49 


164,664 


510,637 


11,381 


— 1,916 


+ 0,349 


19 


100,87 


784,07 


173,647 


544,065 


12,079 


— 6,439 


+ 4,922 


20 


104,64 


895,83 


198,293 


637,758 


1B,999 


+ 3,435 


— 4,772 



Nach Ausreclmuiig der Summenkoeffizienten ergeben sich die 
Normalgleichungen : 

157743,1225 a; + 476833,1814y - 10722,0171 e 1816,8964 

476833,1814a; + 1 4491 78,8203 y - 32531,7187« 5302,7052 

'-10722,0171a;- 32531,7187y +■ 740,5679 «= 121,5599. 

Eliminiert man nach dem Nr. 161 erläuterten Vorgänge nach und nach 
X und y, so gibt die Endgleichung: 

9,9061 g = 1,0019 
gleichzeitig 

«- 0,1011 und i). =.9,91; 

ans dem auf diese Weise entspringenden System reduzierter Normal- 
gleichungen: 

X + 3,0228 y - 0,0679 e 0,0115 

y- 0,0155«- 0,0243 
e~ 0,1011 
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folgt durch Sabstitution: 

y = 0,0259, X 0,0829. 

Durch Umstellung der Normalgleichungen ergab sich weiter: 
1)^ = 6548,36, p, = 816,35. 
Hiemach sind die verbesserten Werte der Eoiistanten: 
X„ + a; = 4,53 - 0,0829 = 4,4471 
Fo H- y - 7,45 + 0,0259 = 7,4759 
Zo + ;? - 234,70 + 0,1011 = 234,8011, 
und es lautet die empirische Formel: 



7 4759 1 

S = 4,4471. 10««^««ii^''. 



Aus 



(5) 



[AA] = 55,3481 
berechnet sich der mittlere Fehler einer Gleichung: 



-1/66,3481 - Q^ 
daraus folgen die mittleren Fehler der Konstanten: 



/*x = 



1,80 



1,80 



1,80 



-1:!^ = 0,0630, u = --^.^^ ^ 0,0222, /t, = -^f^ - 0,5714. 

■|/816^85 ' ^^ y6548,36 "^^ |/9,91 ' 

Nachstehend ist für einige Temperaturen der nach Formel (5) 
berechnete Wert von 8 neben denjenigen gestellt, welcher sich in 
Kohlrauschs ,Jjeitfaden der praktischen Physik'', 8. Aufl., 1896, 
S. 469 — 470 angegeben findet. Man wird daraus entnehmen, daß die 
Formel namentlich für nicht zu hohe Temperaturen den Gang der 
experimentell bestimmten Werte gut wiedergibt. 





Spannung 


Temperatur 






nach (6) 


nach Eohlrausch 


— 10<> 


2,1*""* 


22 mm 





4,4 


4,6 


+ 10 


9,0 


9,1 


20 


17,2 


17,4 


30 


31,3 


31,5 


40 


64,5 


64,9 


50 


91,3 


92,0 


60 


148,8 


148,9 


70 


231,7 


233,3 


80 


353,1 


356,4 


90 


524,3 


525,9 


100 


760,2 


760,0 
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§ 3. Bedingte Beobaohtniigeii. 

170. Problemstelliing. Zarftokf&hmng auf vermittelnde 
Beobaohtimgeii. Für die Größen X^, X^, • * • X^ seien durch Be- 
obachtung die Werte l^, l^j • • • Z^ 'erhalten worden. Sind jene unab- 
hängig Ton einander, so kann der Fall unter die Form vermittelnder 
Beobachtungen gestellt werden wie folgt: Es ist die Größe 

r^aX, + bX,+ ■■•+gX„ 

n-mal beobachtet worden, und den einzelnen Beobachtungen ent- 
sprechen die nachstehenden Wertgruppen von V und der Parameter 
o, h, •■• • g: ' 

l,; 1, 0, 0, •.. 

• i;; 0, 1, 0, .. • 



i„; 0, 0, 0, ... 1. 
Daraus ergibt sich das System der Fehlergleichungen: 

ll = — ll + Xi 

A2 = r2 1 «^2 



^« = ~ L + ^«) 

n n ' n / 

aus dem wieder das System der Normalgleichungen hervorgeht: 

x=l . 

das nichts anderes besagt, als daB in diesem Falle der vorteilhafteste 
Wert einer jeden Unbekannten der durch die Beobachtung für sie 
ermittelte Wert sei. Die Summe [XA] nimmt dabei den absolut 
kleinsten Wert, 0, an. Daraus ist aber nicht auf Fehlerfreiheit der 
Beobachtungen zu schließen; vielmehr ist, da sich keine Widersprüche 
ergeben können, kein Mittel zur Beurteilung der Genauigkeit vor- 
luuiden. 

Anders gestaltet sich die Sache, wenn zwischen den Größen 
X^, Xg, • • • X^ Gleichungen bestehen, welche a priori gegeben sind. 
Dann muß den vorteilhaftesten Werten x^, x^, • • • x^ die Bedingung 
auferlegt werden, daß auch sie jene Gleichungen erfüllen. Dies hat, 
da die rohen Beobachtungsergebnisse vermöge ihrer Fehlerhaftigkeit 
diese Bedingung nicht erfüllen werden, Gleichungen zwischen den 
Verbesserungen A^, A^, • • • X^ zur Folge, die an ?i, i^; * * • ^n ^^" 
gebracht werden müssen, um sie in x^j x^, • • • x^ überzuführen. 
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Es seien 

fi{^n ^i' •'■ ^J = -j^ 

fAx„ x„... xj = o 

die Gleichungen, welchen X^, Xj, • • • X„ zu genügen haben — die 
Bedingungsgüichungm. Ihre Anzahl r ist notwendig kleiner als n. 
Dann wird verlangt, daß auch 

/i {^l, ^J. • • • ^n) = /i {k + ^; ^J + ^» • • • ^„ + O - 

Ux„ x„ • . • xj -/;(«, + A,, Zj + A,, . • . ?, + AJ - 
sei. Entwickelt man die linken Seiten und setzt dabei zur Abkürzung: 



fiQi, li, ••• ü = M'i 



(2) 



äT *" ar "-' az ^" w 

80 entstehen die Gleichungen: 

a^ A^ + agAj + • • • + a^A^ + m;, = oder [aA] + t«;^ « 



(4) 



^1^1+5^2^2+ ••• +^n^n + ^^r-0 „ \ßX'\+W,^0. 



Diese Form der Bedingungsgleichungen ist streng, wenn die (1) linear 
waren: im andern Falle stellt sie nur eine Näherung dar, die um so 
zutreffender ist, je kleiner die k sind. 

Die Größen w^, w^, • • • w^ bedeuten, wie aus ihrer Definition (2) 
zu ersehen, die Widers^üche, die sich ergeben, wenn man in die 
Bedingungsgleichungen (1) statt der wahren Werte die Beobachtungs- 
ergebnisse einsetzt. 

Die Gleichungen (4) gestatten, r von den A, etwa A^, Aj, • • • 1^, 
durch die übrigen linear auszudrücken. Ist beispielsweise r « 4 und \ 
w =» 7, und setzt man 

^6==S; ^6-=^? ^ = ^ 
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so wird 

h^-^ + ^h^ + ^n + ^i 

A4--U + aJ + 6^i? + c,g (5) 

Das ist aber ein System von Fehlergleichungen, wie es bei y er- 
mittelnden Beobachtungen vorlag. Hat man auf Grund des Prinzips 
„[XA] ein Minimum" die vorteilhaftesten Werte von §, 1/, g berechnet 
und mittels derselben A^, Ag, • • • A^ bestimmt, so sind auchrTi, x^,"'X^ 
gefanden. 

Es ist demnach die Ausgleichung von n Beobachtungen mit r Be- 
dingungsgleichungen zurückführbar auf die Ausgleichung von n ver- 
mittelnden Beobachtungen mit n — r Unbekannten. 

TU, Direkte Lösmig des Problems. Außer der eben dar- 
gestellten indirekten Lösung läßt das Problem eine direkte Lösung 
zu, die auf dem Prinzipe beruht, die Summe [AA] so klein zu machen, 
als es die Bedingungen (4) gestatten. Analytisch kommt dies darauf 
hinaus, das System der k so zu bestimmen, daß 

[AA] ein Minimum 

werde unter gleichzeitiger Erfüllung der Gleichungen: 

[ak] + w,^0, [bl-] + w,^0, ... [gk]+w,^0', (4) 

dies aber ist dann geschehen, wenn man die X und die Größen 
fej, Äg, . • • Ä;^ so bestimmt, daß die Funktion 

[XX-]-2k,{[al] + w,]^2k^[[bl] + w,} 2k,{[gl] + w,] 

ein absolutes Minimum erlangt und die Gleichungen (4) befriedigt 
werden. 

Die Ausführung dieser Forderung, wobei wir uns auf den Fall 
dreier Bedingungsgleichungen beschränken, führt auf das Gleichungs- 
system: 

^1 — «1*1 + 61*^2 + ^1^8 

[aA] + M;i = 0, [6A] + m;2 = 0, [oA] + w;^ = 0, (4*) 

das aus w + 3 Gleichungen besteht und daher zur Lösung der Auf- 
gabe gerade ausreicht. 
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Die Hilfsgrößen Jcj^, k^, - - - Jc^ heißen Korrelaten y^) die Glei- 
chungen (6), wel<ihe die k durch sie ausdrücken, die Korrelaten' 
gleichungen. 

Durch Einsetzung Ton (6) in (4*) ergeben sich die NormcU- 
gleichungen: 

[aa]k^ + [ab^Jc^ + [ac]h^ + w^^ 

[ab]k^ + [bb]k^ + [bc]k^ + w^^0 (7) 

[ac]kj^ + [6c]Ä^ + [cc]k^ + w^^0, 

die ähnlich gebaut sind wie die Normalgleichungen bei vermittelnden 
Beobachtungen und zur Berechnung der Korrelaten dienen. 

Ist diese yollzogen, so gibt die Eintragung der gefundenen Werte 
in (6) das yorteilhafteste System der A, und damit ist auch das yorteil- 
hafkeste System der Werte der Unbekannten gefunden: 

^1 - ?i + ^1, ^2-k + ^2y '•' ^n-K + K' (8) 

Zur Auflösung der Normalgleichungen wird man, sobald ihre 
Zahl größer und ihre Koeffizienten vielziffrige Zahlen sind, das in 
Nr. 161 erläuterte Verfahren anwenden, das schließlich zu dem System 
reduzierter Normalgleichungen hinführt: 

3 ' [c c • 2] 

Dabei haben die neu eingeführten Symbole \w^ • 1], \w^ - 1], 
\w^ ' 2] folgende Bedeutung: 

K.l] = «;3 -[!!«', (10) 

K.2] = K.i]-[^K.i]. 

Es erübrigt noch die GemmigkeitsbesUmmung. Was den mitüeren 
Fehler einer Beobachtung anlangt, so ergibt sich dieser aus der Be- 
merkung am Schlüsse der vorigen Nummer, wonach die Aufgabe der 
Ausgleichung Ton n Größen mit r Bedingungsgleichungen äquivalent 

1) Helmert, Die AusgleichungBrechnung usw., 2. Aufl., Leipzig 1907, p. 22^ 
bezeichnet die AnsgleicbuDg bedingter Beobachtungen als „Eoirelaten - Ana^ 
gleicbung." 
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ist der Ausgleichung von n vermittelnden Beobachtungen mit w = « — r 
Unbekannten; mithin ist nach Nr. 159, (20): 



:T/[^. 



(11) 



Dieser mittlere Fehler bezieht sich aber auf die einzelne Beob- 
achtung als solche, nicht aber auf die alisgeglichene Beobachtung, die 
durch die Ausgleichung mit den andern in Kombination getreten ist. 
Um z. B. den mittieren Fehler von 

zu bestimmen, wäre der folgende Weg einzuschlagen: Nach (6) stellt 
sich Aj durch die Korrelaten dar; für diese ergeben sich aus (7) 
lineare Ausdrücke der W] die w aber sind nach (2) Funktionen der 
unabhängig erhaltenen Beobachtungen ?i, Zj, • • • Z^; folglich ist x^^ 
auch eine Funktion dieser letzteren Ghrößen, und sein mittlerer Fehler 
ist mit Benützung von fi nach den Vorschriften der Nr. 155 zu be- 
rechnen. Wir begnügen uns mit dieser Angabe des wesentlichen Ge- 
dankenganges, der immer zu befolgen ist, wenn es sich um die Ge- 
nauigkeitsbestimmung einer Funktion der ausgeglichenen Beobachtungen 
handelt, und verweisen bezüglich der systematischen Durchführung auf 
die spezielle Literatur^). 

Eine summarische Bechnungskmitrolle besteht in der zweifachen 
Bestimmung von [AA]. Außer der direkten, welche in dem Quadrieren 
der einzelnen k und darauf folgender Summenbildung besteht, gibt 
es eine indirekte Berechnung jener Snmme. Multipliziert man nämlich 
jede der Gleichungen (6) mit dem entsprechenden X und bildet hierauf 
die Summe unter Rücksichtnahme auf (4*), so ergibt sich: 

[AA] [hw], (12) 

172. Fortsetzung. Beobachtungen ungleicher Genauig- 
keit. Sind die Beobachtungen l^, l^, • * • l^ ungleich genau, und ist 
das Verhältnis ihrer Genauigkeit durch die Gewichte p^, p^, ' ' ' Pn 8®" 
geben, so bilden die Fordenmgen: 

[pAA] ein Minimum, 

[aX]+w^^O, [bk] + w,^0, [ck] + w,^0 (4**) 

die Grundlage der Lösung. 

Durch Differentiation der Funktion 

[pAA] - 2*1 {[aA + w?i} - 2k^{[bk + w^^} - 2k^[[ck] -f- w^) 

bezüglich der einzelnen A und Nullsetzen der Ableitungen ergeben 
sich die Korreiatengleichungen: 



1) Z. B. bei Helmert, Die Außgleichtmgßrechnung usw., 2. Aufl., Leipzig 
1907, p. 236 ff. 
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^«=S*^+^^+^*» (6*) 

ihre Einführung in die Bedingungsgleichungen (4**) liefert die Normal- 
gleichungen: 

[y]^+[y]*«+[y]*» + -^ = « 

deren Auflösung nach demselben Schema Tor sich geht wie im Falle 
gleich genauer Beobachtungen. Aus den Korrelaten berechnen sich 
nach (6*) die Verbesserungen und mit diesen die ausgeglichenen Be- 
obachtnngen: 

^l-ll + ^1, ^2-h + ^y " ^n - ^« + K' (8*) 

Für den mitÜeren Fehler der Gewichtseinheit gilt nun die aus (7*)^ 
Nr. 160 hervorgehende Formel: 



|/[p^y, (11*) 



wenn r die Anzahl der Bedingungsgleichungen bedeutet. 

Der Beobachtung l^ an sich, also vor der Ausgleichung^ kommt 
der mittlere Fehler 

zu; um den mittleren Fehler der ausgeglichenen Beobachtung 
x^^l^ -\- X^ zu bestimmen, müßte der am Schlüsse der vorigen 
Nummer angedeutete Weg eingeschlagen werden. 

Die Summe [pAA] kann auch hier zur Kontrolle auf indirektem 
Wege bestimmt werden; es ergibt sich aus den Gleichungen (6*) mit 
Zuhilfenahme von (4**) so wie im früheren Falle: 

[pAA] -=-[*«<;]. (12*) 

173. Beispiel LXV. Winkelausgleichung in einem Dreieck, a) E^r 
die Winkel des Triangulierungsdreiecks MOL sind durch gleich ge- 
naue Beobachtungen die Werte: 
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?i = 69<> 35' 12",61 
l^ - 67 46 2 ,28 
^3 = 42 38 45 ,97 

gefunden worden,^) deren Summe 

k+h + k- 180<> 0' 0",86 

beträgt. Da vermöge der Ausdehnung des Dreiecks sein sphärischer 
Exzeß zu 0",41 gefunden wurde, ist 180®0'0",41 die theoretische 
Winkelsumme, folglich 0,86 — 0,41 ==» 0",45 der Widerspruch, und 

Ai + ^ + A3 + 0",45 = 

die Yon den Verbesserungen zu befriedigende Bedingungsgleichung. 

Da a^ = ag = ttg = 1 und alle weiteren Koeffizienten in der all- 
gemeinen Darstellung Null sind, lauten die Korrelatengleichungen: 

^1 = ^2 ==* ^3 = AJJ 

die einzige Normalgleichung: 

3Ä + 0",45 = 
gibt 

ft = -0",15; 
somit ist auch 

Aj = A2 = A3 = -0",15. 

Der Widerspruch ist also im FaUe gleicher Genauigkeit der Beobach- 
tungen auf die drei Winkel gleichmäßig zu verteilen; die ausgeglichenen 
Beobachtungen : 

x^ « 69« 35' 12",46 

x^ = 67 46 2 ,13 

x^ = 42 38 45 ,82 

ei^eben die durch die Theorie geforderte Summe. 

Weil [XX] - 3 . 0,15« = 0,0675, so ist der mittlere Fehler einer 
unausgeglichenen Beobachtung 



^=-[/^ = 0';26. 



Um den mittleren Fehler der ausgeglichenen Beobachtung Xi^l^^ X^ 



w 



zu erhalten, beachte man, daß X^ =^ Tc, weiter Ä; = r- und 



1) Die enropäische Längengradmessung. Veröffentlich, d. Eönigl. Preuß. 
Geod. Inst., Berlin 1898, p. 260. 

Czuber, WahrscheinliohkeitBrechnung. I. 2. AofL 22 C^ C\C\Cs\c> 

igi ize y g 
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w? = ?! + Zj + ?3 — /S ist, wenn S die theoretische Winkelsumme be- 
deutet; mithin ist 

_ S 2^ j 1 , 1 

und daher nach (2), Nr. 155: 



ebenso groß ergeben sich ft^^ und /lc^^. 

b) In einem Dreieck wurden die Winkel durch Repetition ge- 
messen; es ergaben sich die Resultate: 

l^^SV 21' 43",36 aus 70 Repetitionen 

Zj == 25 16 28 ,85 „ 101 „ 

^8 - 73 21 46 ,35 „ 85 „ 

Der sphärische Exzeß berechnete sich mit 0",138; daher zeigt 

i^ + Zg + Z3=.179«59'58",56 

gegenüber der theoretischen Summe 180® 0' 0",138 einen Widerspruch 
w ^ — 1",578, so daß die Bedingungsgleichung 

Aj + Ag + A3 ~ 1",578 == 

zu befriedigen sein wird. 

Die Repetitionszahlen bilden zugleich die Gewichte der Beobach- 
tungen, und da in der einzigen Bedingimgsgleichung alle Koeffizienten 
gleich sind, so lauten die Eorrelatengleichungen: 

^1 p^^ ^^ p,> '^8 p, 
und die Normalgleichung: 

[1]ä + «; = 0, 
so daß 

Mithin ist 
,, = «;;.?2^ = 0",627, A,-i^.0",435, A. - Ö! » 0",516, 

und die ausgeglichenen Winkel 

a:i = Zi + Ai=81«2r43",987 

a;j = Zg + Aj = 25 16 29 ,285 

^8=^8+ As« 73 21 46,866 
ergeben die theoretische Summe 180®0'0",138. 
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Durch direkte Ausrechnung findet man 
[pll] = 69,2648, 
mittels der Kontrollgleichung 

[plk]=^ 43,894 . 1,578 = 69,2647 ; 
daraus bestimmt sich der mittlere Fehler der Gewichtseinheit: 

/i=]/69;2648 = 8",32; 
die unausgeglichenen Beobachtungen haben somit die mittleren Fehler: 

M. = ^ = 1",00, .,= ^ = 0",83, .,= ^-0",90. 
Um den mittleren Fehler des ausgeglichenen 

w? — Zi + Zg + ?8 — Ä, wenn S die theoretische Winkelsumme bezeichnet; 
mitliin ist 

^■H \ ^'HJ' "'[jV ^'[j]" 

und nach (2), Nr. 155: 

= ^l/^^^^^ = 0",77; 
ebenso ergibt sich 

Wie in beiden Fällen zu bemerkeu, werden die mittleren Fehler 
der Winkel durch die Ausgleichung vermindert. 

174. Beispiel LXVI. Amgleichung eines Vierecks. In dem 
yierpunktigen Dreiecksnetz ABCB^ Fig. 18, sind für die durch Bogen 
und Nummern bezeichneten Winkel folgende gleich genaue Werte er- 
halten worden: ^^ , 

.,^*byCjOOgle 
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l,= 


37«18'52",27 


h- 


53 1 47 ,98 


k- 


96 32 31 ,84 


h- 


27 41 29 ,31 


h- 


62 32 24 ,28 


h" 


114 59 39 ,89. 



Da zur Festlegung der relativen Lage von vier Punkten vier 
Winkel ausreichen, so sind zwei Messungen überschüssig; daher werden 
zwischen den Winkeln zwei unabhängige Bedingungsgleichungen sieh 
aufstellen lassen. 

Die eine ergibt sich aus dem Dreieck ÄCD, weil darin alle drei 
Winkel gemessen sind; sie lautet: 

Ai + A,+ Ae4-w;i=0 (1) 

mit 

und heißt eine Wirikelgleichwng. 

Würde man nach Ausgleichung dieser drei Winkel das Dreieck 
AGD konstruieren, durch C einen Strahl unter dem Winkel l^ gegen 
CD ziehen, in diesem Strahl den Punkt B so bestimmen, daß der 
Winkel CBD gleich l^ wird, endlich durch B einen Strahl unter dem 
Winkel l^ gegen BC führen, so würde dieser wegen der Fehlerhaftig- 
keit der Winkel Z5, Zg, l^ nicht durch A gehen, das Viereck würde 
sich nicht schließen. Die Winkel müssen daher noch derart abgeändert 
werden, daß für eine Länge, die sich mittels der gemessenen Winkel 
auf zwei verschiedenen Wegen rechnen läßt, beidemal derselbe Wert 
erhalten werde. 

Für f ergibt sich aus dem Dreieck ACD der Ausdruck: 

. ^ 8 in(?e + ^ . 
f %in(i,+ AJ' 

aus dem Dreieck ABC findet man zunächst: 

f sin (Z, + ^s) 

^"'*sin(2, + X,-Z,-ij' 

und für a aus dem Dreieck ABB: 

daher ist auf dem andern Wege 

._ 8in(?3 + X3)8in(Z, + X, + Z, + X, + Z, + X,~1800) 
' 8in(Z, + X,-Z,-Xj8iii(Z, + X,-Z,-X,) 
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Durch Gleichsetzung beider Resultate ergibt sich die zweite Be- 
diDgungsgleichung, eine sogenannte Seitengleichung: 

sin (Ig + X^'- l^ — X J sin {l^ + ^ sin (Z, + X, — ?^ — X,) ^ - ,^. 

sin (/, + X,) sin {l, + X,) sin {l, + X, + l, + X, + l, + X,-^ 180«) ' ^^^ 

Die Gleichung (1) besitzt bereits die lineare Form 

[aX] + M7i = 0, 

und zwar ist (der Exzeß des Dreiecks = 3",74) 

a^ = a^ = ag = 1, «g = «3 = «g = 0, 

w^ = 180« 0' 1",47 - 180« 0' 3",74 -= - 2';27. 

Bei (2) muß diese Form erst hergestellt werden durch Entwick- 
lung nach den A. Logarithmiert man zu diesem Zwecke und setzt: 

w^ = log sin (?5 — y + log sin l^ + log sin (^3 — l^) 

— log sin ^3 — log sin l^ — log sin Q^ + ^5 + ^e — 180«), 

8 sind die Koeffizienten der zweiten Bedingungsgleichung 

[6A] + w^^0 

die Ableitungen Ton w^ nach den ü, also z. B. 

62 = ^ =- - ^(Cotg (^3 - ?2) + COtg (/, + ?5 + ?6 - 180«)) 

usw.; M bedeutet den Modul des gemeinen Logarithmensystems. 
Diese umständliche Berechnung der Koeffizienten kann mit Hilfe der 
Differenzen in der logarithmisch -trigonometrischen Tafel umgangen 
werden; ist nämlich l ein endlicher und k ein sehr kleiner, in Sekunden 
ausgedrückter Winkel, so kann mit zureichender Schärfe 

log sin (i + A) = log sin Z + z/ • A 

gesetzt werden, wenn jd die Differenz zu log sin l pro 1" bedeutet. 
Demnach hat man zur Berechjiung von w^ selbst und der Koeffizienten 
folgenden Ansatz: 

log8iB(?5-?4+X5-Aj - 9,7569478.1 - 30,2 A4+ 30,2 A5 

log8in(Zß + Aß) = 9,9572954.1 - 9,9 A^ 

logsin(Zs+?2 + ^8+^2) = 9,8379094.7 -22,2^2 + 22,2^3 

29,5521526.9 

log sin (^8+ A3) « 9,9971627.6 - 2,4 A3 

log8in(Z4+Aj = 9,6671823.3 +40,2A^ 

logsin (^'^l^'^_^l^') - 9,8878085.2 + 17,3 A2 + 17,3A5 + 17,3 A« 

29,5521536.1 

Digitized by VjOOQIC 



342 Zweiter Teil. AusgleiclmiigBrecIuiuiig. 

Durch Subtraktion der unteren Gruppe von der oberen ergibt sich 
die Bedingungsgleichung: 

- 39,5 Aa + 24,6 k^ - 70,4 X^ + 12,0 k^ - 21 ß A« - 9,2 - . 

Dividiert man hier, um auf kleinere Zahlen zu kommen, durch 10, so 
kann man die Bedingungsgleichmtgen endgültig schreiben: 

k, +k, +^6-2,27 = 

- 3,95 A^ + 2,46^8 - 7,04X^ + 1,29^5 - 2,72 A« - 0,92 = 0. 
Dies führt zu den Korrelatengleichungen: 

Aj = A;^ 

Ao ^* — o,yo A^g 

A,= 2,46*8 

k= 1,29k, 

^6 ~ "1 — *;'2äj; 

daraus ergebeu sich die Normcdglekhungen : 

3,00*1- 9,76*, -2,27 = 

- 9,76*1 + 80,28*j - 0,92 = 0; 

ihre Auflösung liefert: 

*i = 1,3139 

*,- 0,1712; 

hiermit berechnen sich aus den Eorrelatengleichungeu: 

Ai - + 1",314 

A, 0,677 

A,= + 0,420 

A4 = + 0,108 

A5= + 0,220 

Aj=4-0,848. 

Die ausgeglichenen Winkd des Netzes sind sonach: 

a;i = Zi+Ai= 37»18'53",584 

«2 = ?» + ^2 = 53 1 47 ,303 

a;, = i, + A, = 96 32 32 ,260 

x^^h+l^= 27 41 29 ,418 

Xj = ?5 + A5 = 62 32 24 ,50p 

x» = k+ lt = 114 59 40 ,738; 

sie fahren zu einer widerspruchsfreien Berechnung desselben. 
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Auf direktem Wege findet man 

[AA] = 3,1405, 

"wälirend sich indirekt, durch Benützung der Korrelaten und der 
TVidersprüche, in genügender Übereinstimmung 

[kX] ^ 1,3139 . 2,27 + 0,1712 • 0,92 = 3,1400 

ergibt; hiernach ist der mittlere Fehler einer Winkelmessung: 

^=]/f = 1",25. 

An ihn hat die öenauigkeitsbestimmung der ausgeglichenen Winkel 
anzuschließen. ^) 

1) Bezüglich der Anwendungen der Methode der kleinsten Quadrate, ins- 
besondere auf Probleme der Geodäsie, aber auch Fragen physikiQischer Natur, 
auf Interpolation u. a. sei auf die nach dieser Richtung sehr reichhaltige 2. Auf- 
lage von Helmert, Die Ausgleichungsrechnung etc., Leipzig 1907, verwiesen. 
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Dritter Teil. 

KoUektivmaßlelire. 



§ 1. EoUektivgegenstände und die Mittel zu ilirer Besclireibimg. 

175. Begriißsbestimmung eines Kollektivgegenstandes. 

Naturobjekten, Naturerscheinungen, Erzeugnissen menschlicher Tätig- 
keit, physischer wie geistiger, sozialen Vorgängen gegenüber erwachsen 
der Wissenschaft mannigfache Aufgaben. 

Soll von einem Ding, einer Erscheinung, einem Vorgang, kurz 
von einem einzelnen Wahmehmungsobjekt eine Beschreibung gegeben 
werden, so handelt es sich um die Angabe solcher Merkmale, auf 
Grund deren das Objekt erkannt und von andern gleichartigen unter- 
schieden werden kann; es ist eine Individimlheschreibung^ die auf solche 
Weise zustande kommt. 

Um eine Art oder Gattung von Objekten zu beschreiben, hat 
man einen solchen Komplex von Merkmalen zusammenzustellen, mit 
dessen Hilfe es möglich ist, über die Zugehörigkeit eines Objekts zur 
Gattung zu entscheiden; eine solche Beschreibung, eine GaUungs- 
heschreibung, erfordert die vergleichende Betrachtung einer Vielheit 
von Objekten; sie ist das Produkt einer Abstraktion, weil von manchen 
Eigenschaften, die bei der Individualbeschreibung notwendig wären^ 
abgesehen wird. Die Gattungsbeschreibung bestimmt den Begriff der 
Gattung. 

Objekte einer Gattung lassen häufig eine Klassifizierung nach 
einzelnen Merkmalen oder Merkmalkomplexen zu. 

Eine Menge von Objekten werde als gleichartig angesehen, oder 
sie sei es wirklich, in allen Merkmalen bis auf eines, das von Objekt 
zu Objekt variiert; ist dieses Merkmal zahlenmäßig darstellbar, so 
eignet sich die Menge zum Gegenstande einer mathematischen Be- 
arbeitung, deren erster Schritt darin bestehen möge, daß man die 
Objekte der Menge nach diesem Merkmal ordnet. Dabei wird, im 
Gegensatze zur Gattungs- und Individualbeschreibung, von allen übrigen 
Merkmalen abstrahiert und nur das eine zunächst individuell behandelt* 
Würde auch noch von dem einen Merkmal abgesehen, so hätte man 
es mit einer Menge gleichberechtigter Einheiten zu tun, wie sie dem 
Zaiüprozeß zugrunde liegen. 
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Eine Menge von gleichartigen Ohjeläen, die in hezug auf ein ver- 
miderliches, zahlenmäßig darstellbares Merkmal geordnet werden "können^ 
bezeichnet man als einen, Kollektivgegenstand, 

Der so festgesetzte Begriff ist sehr umfassend, darum die große 
Tragweite der auf ihm aufgebauten Kollektivmaßlehre. Die nach- 
folgende kleine Zusammenstellung soll die Vielseitigkeit des Begriff» 
wenigstens andeuten. Vorher mögen jedoch einige seiner Detail- 
bestimmungen erörtert werden. 

Die einzelnen Objekte nennt man Exemplare des Kollektiv- 
gegenstandes oder Glieder der Kollektivreihe, ihre Anzahl (m) den 
Umfang der Reihe. Die Bildung der Glieder ist entweder durch die 
Natur der Sache gegeben oder kann auch willkürlich geschehen; die 
Zusammenstellung führt Beispiele für beides an. 



Kollektivgegenstand 



Exemplar 



Ordnendes Merkmal 



1. Ziehungen ans einer Urne 
mit weißen und schwarzen 
Kugeln 

2. Komposite Blüten einer Art 

3. Prosasprache eines be- 
stimmten Idioms 

4. Geburten bestimmter Her- 
kunft und aus bestimmter 
Zeitperiode 

5. Messungen einer physischen 
Größe 

6. Temperaturbeobachtungen 
an einem Orte 

7. Personen männlichen Ge- 
schlechts und zwischen be- 
stimmten Altersgrenzen etc. 

8. Gestorbene, männlichen Ge- 
schlechts, bestimmter Her- 
kuoft etc. 

9. Personen, bestimmten Ge- 
schlechts, bestimmter Nati- 
onalität etc. 



Serie von s Ziehungen 



Einzelblüte 
Dnickseite eines darin 
geschriebenen Buches 

Serie von s Geburts- 
fällen 

Ergebnis der Einzel- 
messung 

Bestimmter Tag eines 
Jahres 

Individuum 



Individuum 



Individuum 



Häufigkeit weißer Kugeln 



Zahl der Staubfäden 
Häufigkeit des Auftretens 
ieines bestimmten Buch- 
stabens 
Häufigkeit männlicher Ge- 
burten 

Messungs fehler 

Tagesmittel (Mittel zwi- 
schen höchster und nie- 
derster Temperatur) 

Köi-perlänge ; Brustum- 
fang ; Schädelumfang ; 
Kopflänge; Kopf breite; 
Körpergewicht etc. 

Sterbealter 



Farbe der Augen; Haar- 
farbe 0. dgl. 



Die Voraussetzung einer zahlenmäßigen Darstellung ist unmittel- 
bar erfüllt, wenn das ordnende Merkmal quantitativer Natur ist, wenn 
es also durch Zählung, Messung, Wägung u. dgl. festgestellt werden 
kann. Aber auch bei qualitativen Merkmalen läßt sich eine zahlen- 
mäßige Darstellung künstlich erzielen; fertigt man nämlich eine Skala 
der Abarten, Nuancen, Stufen — oder wie die Disjunktion im ein- 
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zelnen Falle heißen möge — der ordnenden Eigenschaft an und be- 
legt sie mit Zahlen, so ist damit jedem Exemplar des Kollektiv- 
gegenstandes eine Zahl zugeordnet, und darin liegt die Vorbedingung 
der Ordnungsmöglichkeit. 

Die in der Definition aufgestellte Forderung der Gleichartigkeit 
der Objekte kann in verschiedenem Maße erfüllt sein. Je weiter man 
sie treibt, um so schwieriger wird es sein, eine Kollektivreihe von 
genügend großem Umfang zu bilden; und auf den Umfang kommt 
es wesentlich an, weil die Ergebnisse der später vorzunehmenden 
Untersuchungen desto wertvoller sind, je mehr Grade, Stufen o. dgl. 
des ordnenden Merkmals in der Reihe vertreten sind. Ein zu geringer 
Grad von Gleichartigkeit kann aber ebenso wie ein zu kleiner Um- 
fang das Ergebnis wertlos machen. Faßt man z. B., wenn die Körper- 
länge das ordnende Merkmal ist, Kinder und Erwachsene, männliche 
und weibliche Personen zusammen, so darf das Resultat ernstliches 
Interesse nicht beanspruchen; hingegen kann ihm auch praktische 
Bedeutung zukommen, wenn die Personen nach bestimmten Grund- 
sätzen ausgewählt sind (z. B. Rekruten eines großen Aushebebezirks). 

176. Argument. Stetige und unstetige Kollektivgegen- 
stände. Die veränderliche Zahl x^ die in ihren individuellen Werten 
das ordnende Merkmal kennzeichnet, nennt man das Argument des 
K ollekti vgegenstandes. 

Es kann in der Natur des letzteren liegen, daß x nur einer Reihe 
diskreter Werte fähig ist. Dies tritt immer ein, wenn das Merkmal 
durch Zählung festgestellt wird, wie in den Beispielen 2, 3. Wählt 
man in dem Beispiel 1 die absolide Häufigkeit der weißen Kugeln als 
Argument, so ist x aller Werte aus der Reihe 0, 1, 2, • • • s fähig; 

. 1 2 

dagegen aller Werte aus der Reihe 0, —,—,••• 1, wenn die relative 

Häufigkeit zum Argument genommen wird; ähnliches gilt im Beispiel 4. 

In allen diesen Fällen ist das Argument eine unstetige Variable, 
und diese Bezeichnung überträgt man auch auf den Kollektivgegen- 
stand selbst. 

Man spricht hingegen von einem stetigen Kollektivgegenstand, 
wenn das Argument seiner Natur nach als stetige Variable aufzu- 
fassen ist, indem es eine extensive Größe ausdrückt; Beleg hierfür sind 
die Beispiele 5 — 8. 

Das Ordnen eines unstetigen Kollektivgegenstandes besteht darin, 
daß man jedem möglichen Evnzehvert x^ des Arguments die Zahl -er. 
zuordnet, welche die Anzahl der Exemplare dieses Einzelwerts angibt. 

Um einen stetigen Kollektivgegenstaud zu ordnen, hat man das 

G. F. Lippe, Theorie der KoUektivgegenstände, Leipzig 1902, p. 47, be- 
zeichnet die unter einen Argumentwert, beziehungsweise in ein Intervall fallenden 
Exemplare als Variante des Kollektivgegenstandes. 
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Gebiet der möglichen Argumentwerte in Intervalle (X-, Xj+i) zu teilen 
und jedem solchen Wertintervall die Zahl 0^ der ihm angehörenden 
Exemplare zuzuordnen.^) Die natürlichste und für die weitere Be- 
handlung zweckmäßigste Teilung ist die in gleiche Intervalle; dann 
genügt zur Kennzeichnung eines solchen Intervalls ein einziger ihm 
angehörender Argumentwert, und als solcher wird die Intervallmi^ö 
genommen; man ordnet dann die Zahl 0. statt dem Intervall seiner 

Mitte — — ö~^— = oCf zu. Die Argumentwerte X^, die die Intervalle 

voneinander scheiden, heißen WecJiselpunkte. 

Die Zahl 0^ drückt die absolute Häufigkeit der Exemplare vom 
Ajgumentwert x^ in dem einen, in dem durch x^ gekennzeichneten 
Intervall im andern Fall; man sagt aber Kürze halber, 0^ sei die ab- 

z. 
solute Häufigkeit von Xf, Den Quotienten — =2/,- nennt man die 

relative Häufigkeit. 

In bezug auf alle Argumentwerte oder Argumentintervalle gilt: 

Bei unstetigen Kollektivreihen ist das Gebiet der möglichen 
Aj-gumentwerte meist in bestimmter Weise begrenzt; so reicht, wenn 
man im Beispiel 4 Serien von je 100 Geburten bildet und die ab- 
solute Zahl der männlichen Geburten als Argument wählt, sein Ge- 
biet von bis 100, und von bis 1, wenn man die relative Menge 
männlicher Geburten (100 als Einheit genommen) als Argument benützt. 

Anders liegt die Sache bei stetigen Kollektivreihen; hier ist in 
der Regel eine bestimmte Begrenzimg des Argumentbereichs nicht 
möglich; in dem Beispiel 7 lassen sich erreichbare und nicht über- 
schreitbare Grenzen der Körperlänge von vornherein nicht angeben; 
die hedbacMeten Grenzen werden im allgemeinen mit wachsendem m 
weiter hinausrücken. 

Für die Darstellung und zumal für die allgemeine mathematische 
Behandlung ist es vorteilhaft, die Grenzen in beiden Fällen ins Un- 
endliche rücken zu lassen, indem man festsetzt, daß außermöglichen 
Argumentwerten, bzw. Argumentintervallen, ;8? == oder y = zuzu- 
ordnen ist. 

177. Verteiluugstafeln. Das Erheben eiues Kollektivgegen- 
standes besteht darin, daß man den jedem Exemplar zukommenden 
Argumentwert festsetzt und diese Werte, so wie sie sich ergeben, in 
eine Liste einträgt. 

Bei stetigen Kollektivgegenständen wird in der Regel nicht der 
individuelle, sondern ein abgerundeter Argumentwert in die Liste ein- 
getragen, so daß mit der Erhebung die Intervallbildung einhergeht; 
die Intervallgröße hängt dann mit der Stärke der Abrundung zu- 
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sammen. Ist beispielsweise bei einer statistischen Erhebung das Alter 
der Personen ordnendes Argument, so kann die Abrundung ein halbes 
Jahr auf und ab betragen, so daß unter dem ganzzahligen Alter x^ 

Personen zusammengefaßt werden, deren Alter zwischen X. = rc^ — y 

und X,._^i = :r.+ Y Jahre beträgt. Wird bei Erhebung der Körper- 
lange von Rekruten auf ganze Zentimeter abgerundet, so hat dies den 
Sinn, daß mit x^ cm alle Rekruten verzeichnet werden, deren Körper- 
lange zwischen X,.= a:,.— y und X^^^^ x^+ -^ cm beträgt. 

Das Ergebnis der Erhebung ist die Urliste des Kollektivgegen- 
standes. Sie bildet die Grundlage für das Ordnen desselben. Die Zu- 
sammenstellung der Argumentwerte bzw. Argumentintervalle in ihrer 
natürlichen Reihenfolge mit dem niedrigsten beginnend, und der dazu- 
gehörigen absoluten Häufigkeitszahlen oder der relativen y liefert 
die Verteilungstafel des Kollektivgegenstandes als dessen erste Be- 
schreibung. 

Die schematische Darstellung der Verteilungstafel eines unstetigen 
Kollektivgegenstandes ist durch die nachstehende Skizze gegeben: 

Xt Xot Xo Xj x^ 



^1 ^2 ^3 • • • • • • -^t ^« 

(Vl) (2/2) (j/s) W • • • ■ • • • iVn) 

die eines stetigen durch die folgende: 

Xj Xj Xg x^ X3 x^ X^ Xi Xi X^+i X^ x„ X^+i 



(yi) (2/2) (j/s) W iVn) 

Errichtet man in den Punkten x^ Lote und trägt darauf nach 
einem gewählten Maßstab die zugehörigen 0^ oder y. auf, so erhält man 
ein anschauliches Bild der Verteilung der Argumentwerte auf die 
Exemplare des Kollektivgegenstandes. Im Falle der Stetigkeit wird 
das Bild noch vollständiger und anschaulicher, wenn man die End- 
punkte der Lote durch einen Linienzug verbindet und so eine Häufig- 
Iceits- oder VerteüungsTcwrve des Kollektivgegenstandes konstruiert. Eine 
solche Kurve kann auch im Falle der ünstetigkeit als Behelf dienen. 

Die primäre Verteilungstafel, wie sie sich unmittelbar aus der 
Urliste ergibt, kann vermöge unzureichenden Umfangs m oder wegen 
Bildung zu kleiner Litervalle große Unregelmäßigkeiten aufweisen; sie 
kann auch wegen zu großer Ausdehnung die Übersicht erschweren, 
für den Zweck, den man verfolgt, zu detailliert sein. Man stellt in 
solchen Fällen aus der primären eine reduzierte Verteilungstafel her, 
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indem man je zwei, drei oder mehr aufeinanderfolgende Intervalle zu 
einem neuen, größeren vereinigt; als seinen Vertreter wählt man wieder 
den Mittelpunkt. Behält man beispielsweise die Wechselpunkte 
Xi, Xg, Xg, • • • bei, so kommen die Vertreter a?i, iCg, • • • der neuen 
Intervalle an die Stellen Xg, X^, • • • und es werden ihnen die Zahlen 
^1 + ^2? ^3 + ^4; • • • oder Vi + y^y y^ + y4.r' zugeordnet. Man kann 
aber bei derselben Stärke (Stufe) der Reduktion auch X^, Xg, X^,-- 
als Wechselpunkte behalten (X^ ist dem X^ in der entsprechenden 
Entfernung vorgesetzt) und die Vertreter der Intervalle an die Stellen 
Xi, X^, • • • mit den Zahlen + z^, z^-\- z^,- - - setzen. Die beiden 
so entstandenen Tafeln unterscheiden sich dann in der Reduktionslage, 
Bei Zusammenfassung von je drei ursprünglichen Intervallen gibt es 
drei verschiedene Reduktionslagen usw. 



Primäre Verteilungs- 




Reduzierte 




tafel. 




Verteilungstafel. 




IntervaU 1 






Intervall 




X, 


x,bi8x,^,i 


^i 


X, 


X,bi8X,^, 


^i 


18 


17^ — 18^ 


1 


18 


15^ — 20^ 


9.5 


19 


184 — 19^ 


8 


23 


20| — 25^ 


195 


20 


19| — 20| 


5.5*) 


28 


25| — 30| 


115a 


21 


20| — 21^ 


9 


33 


30^ — 35^ 


2910.5 


22 


2l| — 22| 


17.5 


38 


86| — 40^ 


4717 


23 


1 22^ — 23^ 


31 


43 


40| — 45^ 


6387.5 


24 


23| — 24| 


55 


48 


45| — 50^ 


7555 


26 


24i — 25^ 


82.5 


53 


50^ _ 55^ 


8133.5 


26 


25^ — 26^ 


121 








27 


26^ — 27^ 


176 








28 


27| — 28| 


232.5 


• 






29 


28| — 29^ 


287 






80 


29i — 30^ 


336.5 






31 


304 — 31^ 


425 






32 


3U — 32i 


502 






33 


321 — 33| 


576.5 






34 


331 — 34^ 


671.5 






35 


34^ — 35| 


735.5 









Zur Illustration des Vorgebrachten ist vorstehend ein Bruch- 
stück einer primären Verteilungstafel einer Personengemeinschaft nach 
dem Sterbealter mitgeteilt und daneben eine reduzierte Verteilungs- 
tafel gestellt, die je fünf JahresintervaUe zu einem Altersquinquennium 
zusammenfaßt; die Reduktionslage ist so gewählt, daß die Mitten der 
neuen Intervalle auf die Alter 18, 23, • • • fallen; zu diesem Zwecke 



1) Die Bruchteile stammen daher, daß die Zahlen dieser Kolonne das Er- 
gebnis einer rechnerischen Vorbehandlung sind. 
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müssen dem ersten Intervall IT-r- — ISy der primären Tafel die leeren 

Intervalle löy— 16^, ley — ITy vorangestellt werden; ebenso wird 

am Schlüsse, wenn die Teilung nicht aufgeht, die Hinzufügung leerer 
Intervalle erforderlich sein. 

178. VerteiluugBfilnktion. Mit der Yerteilungstafel und Yer- 
teilungskurve ist die wissenschaftliche Erforschung der Kollektivgegen- 
stände nicht erschöpft. Eine solche beginnt vielmehr erst dann, wenn 
man sich die Frage vorlegt, ob die Verteilung verschiedener Kollektiv- 
reihen nicht etwa eine einheitliche mathematische Fassung gestatte, 
durch die es möglich würde, die Verteilung eines bestimmten Kollektiv- 
gegenstandes durch gewisse Parameter, Elemente, zu charakterisieren 
imd verschiedene Objektreihen auf ihre Verteilung zu vergleichen. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung führt in den Ergebnissen wieder- 
holter Versuchsreihen (Nr. 86) zu theoretisch konstruierten Kollektiv- 
gegenständen, für welche sich die Verteilimg a priori angeben Kßt, 
mit der dann die faktische Verteilung verglichen werden kann, und 
diese Verteilung läßt sich angenähert durch eine Funktion beschreiben, 
die nur von einem Parameter (dem Präzisionsmaß) abhängt. 

Die Fehlertheorie operiert gleichfalls mit Kollektivreihen, als deren 
einfachster Vertreter eine Reihe wiederholter Messimgen einer und 
derselben Größe anzusehen ist, und sie bedient sich einer Funktion, 
die die Verteilung der Fehler nach ihrer Größe beschreibt imd gleich- 
falls nur von einem Parameter abhängt. Auch diese Funktion ist auf 
apriorischem Wege aus verschiedenen Gesichtspunkten begründet worden 
und fand vielfache Bestätigung durch die Erfahrung. 

An diese Fälle knüpfen denn auch die ersten Ansätze zu einer 
Kollektivmaßlehre an, die von A. Quetelet stammen^); dieser nahm 
ohne weiteres volle Analogie zwischen der Verteilung von Körper- 
längen, Brustumfängen u. dgl. einer großen Anzahl erwachsener Per- 
sonen und der Wiederholungszahlen weißer (oder schwarzer) Kugeln 
in einer großen Anzahl gleich ausgedehnter Ziehungsreihen aus einer 
Urne an, die weiße und schwarze Kugeln in gleicher Menge enthält; 
die Grenzform dieser Verteilung ist das Gaußsche Exponentialgesetz 
(p(x), Nr. 136, Gleichung (6). 

Auch der eigentliche Begründer der Kollektivmaßlehre, G. Th. 
Fechner^), schloß sich an dieses Gesetz an. Er nahm in seine De- 
finition des Kollektivgegenstandes ausdrücklich das Moment der 
Zufälligkeit auf, indem er einen solchen als eine Gesamtheit von 
unbestimmt vielen nach Zufall variierenden Exemplaren erklärte, die 
durch einen Art- oder Gattungsbegriff zusammengehalten werden. 



1) Lettres sur la theorie des probabilit^s etc. Bruxelles, 1846. 

2) Kollektivmaßlehre. Herausgegeben von G. F. Lipps. Leipzig 1897. 
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Seine vielfachen Untersuchungen an bereits vorhandenen und an eigens 
geschaffenen Kollektivgegenständen führten ihn aber weiter. Während 
nämlich die zu q}{x) gehörige Verteilungskurve in bezug auf ihre 
größte Ordinate Symmetrie aufweist, gelangte Fechner zu Kollektiv- 
reihen, die eine von der Symmetrie so stark abweichende Verteilung 
anfwiesen, daß die Asymmetrie als wesentlich, nicht als eine bloße 
Störung einer in der Natur der Sache gelegenen Symmetrie erkannt 
^werden mußte. Er glaubte, dieser Tatsache mathematisch dadurch Rech- 
nung tragen zu können, daß er das gewöhnliche (einfache) Gaußsche Ge- 
setz zu einem zweiseitigen erweiterte, indem er die Verteilungskurve aus 
zwei Zweigen zusammensetzte, deren jeder einem Gesetz der Form (p(x\ 
aber von ungleichem Präzisionsmaß, folgt und deren Gipfelpunkte zu- 
sammenfallen. Nicht in dieser anfechtbaren Erweiterung liegt Fechners 
Verdienst, sondern in der Schaffung einer Systematik für die Unter- 
suchung von Kollektivgegenständen, in der Einfuhrung einer Termino- 
logie für diesen Zweig der angewandten Mathematik. Wiewohl er 
ihn durch die Betonung des Zufälligen mit der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung in Beziehung gebracht hatte, sah er ihn doch als selbständig 
an. In Wirklichkeit aber ist die Kollektivmaßlehre eine Fortbildung 
der Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung, deren Ziel ja in der Be- 
stimmung relativer Häufigkeiten besteht, und anwendbar ohne Rücksicht 
darauf, nach welchem Prinzip der Kollektivgegenstand entstanden ist. 
Allgemein sei die Verteilimgsfunktion eines beliebigen stetigen 
Kollektivgegenstandes zum Unterschiede von der speziellen q>(x)y aber 
in demselben Sinne verstanden wie diese, bezeichnet mit SB(a;)^); 
dann ist 



f^(x)dx 



die relative Häufigkeit der Exemplare, deren Argument zwischen a 
und h liegt, und 



b 

m 



f^(x)dx 



die Anzahl solcher Exemplare, die in einer Kollektivreihe vom Um- 
fange m zu erwarten sind. Insbesondere bedeutet 

X 

fsß{x)dx 

— CO 

mit Rücksicht darauf, daß für außermögliche Argumentwerte 9S(^) = 

1) In der Bezeichnung schließe ich mich der Hauptsache nach an H. Bruns* 
Werk „Wahrscheinlichkeitsrechnung und KoUektivmaßlehre", Leipzig 1906, an, 
das eine bedeutsame Fortbildung dieses Gegenstandes gebracht hat. 

..gitizedby Google 



352 Dritter Teil. Kollektivmaßlehre. 

ist, die relative Häufigkeit solcher Exemplare, deren Argument unter X 
liegt; femer ist 

00 

f^{x)dx = l. (1) 

— OD 

Die Verteilungsfunktion eines unstetigen Gegenstandes werde mit 
Vi(x) bezeichnet; sind x^, x^,-'X^ die möglichen Argumentwerte, so 
ist X nur auf diese angewiesen und daher unstetig; man hat dann in 

i 

1 

die relative Häufigkeit solcher Exemplare, deren Argument höchstens 
Ä?,. ist, und wiederum 

n 

^U(x^)^l. (2) 

1 

Die Beziehung der Verteilungsfunktion zur Verteilungstafel ist in 
den beiden unterschiedenen Fällen eine ungleiche. Bei einem un- 
stetigen Kollektivgegenstand gibt die primäre Verteilungstafel un- 
mittelbar empirische Werte von Vi(x), indem theoretisch 

Vi-^i^i) ^i-^niUix,) (3) 

ist. Handelt es sich aber um einen stetigen Kollektivgegenstand, so 
ist aus der Verteilungstafel ein unmittelbarer Aufschluß über 3}(x) 
nicht zu erhalten, sondern nur über bestimmte Integrale hiervon, in- 
dem theoretisch 

J/,= l^{x)dx, Si = m j^{x)dx W 

\ Xi 

ist. 

Der Verlauf der Verteilungskurve bei allen bisher untersuchten 
Kollektivgegenständen kann in großen Zügen dahin gekennzeichnet 
werden, dass sie im außermöglichen Gebiet mit der Abszissenachse zu- 
sammenfällt, von den Enden des möglichen Gebiets gegen einen Gipfel- 
punkt ansteigt, der zu dem dichtesten, relativ häufigsten, Wert des 
Arguments hinführt. Dabei sind Schwankungen in Folge zufalliger 
Störungen nicht ausgeschlossen, ja gegen die Enden des möglichen 
Gebiets die Regel. 

179. Summeufünktion. Unter der Summenfunktion soll die- 
jenige Funktion verstanden werden, welche die Summe der Werte der 
Verteilungsfunktion, beziehungsweise ihr Integral, vom Anfangspunkte 
des möglichen Argumentgebiets bis zu einem beliebigen mögUchen 
Argumentwert, beziehungsweise bis zu einem beliebigen Wechselpunkt 
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darstellt; je nachdem es sich um einen unstetigen oder stetigen Kol- 
lektivgegenstand handelt. Bezeichnet man sie allgemein mit ®{x)^ 
so ist im ersten Falle 

i 

®ix,) = ^*\l{x,), (5) 

1 

im zweiten Falle 

Xi 

®{X,)^J^(x)dx ' (6) 

— ae 

Die Funktion @ (x^) wächst von x^ an bei Überschreitung jedes 
möglichen Argumentwerts unstetig, während sie zwischen zwei auf- 
einander folgenden konstant bleibt, und erreicht bei x^^ ihren größten 
Wert 1, den sie fortan beibehält; ihr geometrisches Bild fällt vor x^ 
mit der Abszissenachse zusammen, besteht zwischen x^ und x^ aus einer 
Folge stafiFelförmig angeordneter Strecken parallel zur Achse und jen- 
seits x^ in einer Parallelen im Abstände 1 von der Achse. Aus der 
Wertreihe der Summenfunktion: 

ergibt sich durch Differenzbildung die Wertreihe der Verteilungs- 
funktion: 

U{x,)=<B(x,), U{x,) = £,^{x,),--- U(a;J = A@(a;„..). 

@(X^) wächst vom Anfangspunkt des möglichen Gebiets stetig 
bis zum Endpunkt desselben, von dem an es den größten Wert 1 be- 
ständig beibehält. Kennt man die Wertreihe 

@(X,)-0, ©(X,), ©(x,),... ©(X.^i), 

so ergeben sich daraus nicht wie früher Werte der Verteilungsfunktion 
selbst, sondern bestimmte Integrale derselben, indem 

/» /» /i^» + i 

<B{X^)^J^{x)dx, AB{X,)=Jf8{x)dx, -. A@(XJ=J 9S(ic)rf^. 

Xi Xi Xj^ 

Beschränkt man sich im Falle der Stetigkeit nicht auf die Wechsel- 
punkte und definiert allgemein 

r 

(B{x)=f^{x)dx, (7) 

CO 

wobei die untere Grenze — oo zunächst nur formale Bedeutung hat, 
so folgt daraus 

Sß(^).^. (8) 

^ ^ dx n 1 

Czuber, Wahracheinllohkeitsrechnung. I. 2. Aufl. Dig iMd by VjOOQ IC 



864 Dritter Teil. Kollektivmaßlehre. 

Rein analytisch aufgefaßt wäre es demnach gleichgültig, welche 
der beiden Funktionen ^(x), ®(x) man direkt bestimmt; denn aus 
fß(x) ergibt sich ®{x) durch Integration, aus ©(a?) erhält man fß(x) 
durch Differentiation. 

Praktisch hat die Summenfunktion, namentlich bei Voraussetzung 
der Stetigkeit, den Vorzug eines gleichmäßigeren d. h. von Schwankungen 
freien Verlaufs, insbesondere aber den Vorzug, daß die Verteilungs- 
tafel empirische Werte derselben zu bilden gestattet, was hinsichtlich 
der Verteilungsfunktion nicht der FaU ist. Die Überlegenheit der 
Summenfunktion wird sich weiterhin deutlich herausstellen. 

180. Dnrohsohnittsbilduug. Einem Kollektivgegenstande 
gegenüber kann eine bestimmte Funktion des Arguments, sie heiße 
f{x)f ein Interesse haben. Der Wertevorrat dieser Funktion hängt 
von der Verteilung des x, also von der Verteilungsfunktion ^(x) ab; 
als Repräsentant dieses Wertvorrats wird der Durchschnitt ^[f(x)i 
aller Werte gelten können, und dieser ergibt sich, wenn einmal fß(x) 
bekannt ist, nach der Formel 

'S)[fix)]=f}ix)fß(x)dx. (9) 

— OD 

Wie man erkennt, entspricht diese Gedankenbildung derjenigen des 
Fehlerrisikos (Nr. 140). 

Wählt man f{x)^Xy so ergibt sich der Durchschnitt der Argu- 
mentwerte selbst, ihr arithmetisches Mittel nach Maßgabe ihrer relativen 
Häufigkeit, kurz der Ärgumentdurchschnitty in dem man seit jeher 
eine für die Materie charakteristische Größe erblickt; bezeichnet man 
ihn mit -4, so ist 



A^'S^{x)^fx^{x)dx, 



(10) 



Mit der Annahme /*(a;) ^\x — Ä\ kommt man zu einer Größe, die 
im Sinne der Fehlertheorie (Nr. 141) als durchschnittliche Abweichung 
der Argumentwerte vom arithmetischen Mittel zu bezeichnen wäre; 
nennt man sie %', so ist 

^^'S^[\x-Ä\]^f\x-A\^{x)dx. (11) 

— OD 

181. Das Ezponentialgesetz. Wenn die Verteilungstafel eines 
Kollektivgegenstandes ein hohes Maß von Symmetrie aufweist, so 
kann der Versuch gemacht werden, ihr das Exponentialgesetz 
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als Verteilungsfunktion zugrunde zu legen; dies der Ausgangspunkt 
von Fechners Darstellung. 

Um diese Supposition an der Tafel prüfen zu können, braucht 
man den Parameter ä; diesen bestimmt Fe eh n er aus der durchschnitt- 
lichen Abweichung 9* nach der Formel (Nr. 141): 

und das ^ selbst empirisch nach der Formel 

wobei 

und m der Umfang der Kollektivreihe ist. 
Ist h berechnet; so hat man in 

die rechnungsmäßige Anzahl der zwischen die Wechselpunkte X', X" 
fallenden Exemplare, die nun mit der beobachteten zu vergleichen ist. 
Zur Durchführung dieser Rechnungen bedient man sich der Taf. I des 
Integrals <t>(y). 

Um einer in der Verteilungstafel hervortretenden Asymmetrie bei- 
zukommen, wendet Fechner, wie schon bemerkt, das zweiseitige Ex- 
ponentialgesetz an. Als Ausgangswert dient dann nicht mehr das 
arithmetische Mittel -4, sondern der dichteste Wert 7), und von diesem 
aus ist die eben erKuterte Rechnung doppelt, nach beiden Seiten zu 
führen. Für die Bestimmung von D, das in der Regel in jenes Inter- 
vall fällt, zu dem das größte £i oder y gehört, entwickelt er besondere 
Methoden. Alle auf die untere (d. h. mit den kleinen Argument- 
werten besetzte) Seite bezüglichen Größen versieht er mit einem 
untern Akzent (,), alle auf die obere Seite bezüglichen mit einem 
oberen Akzent ('). 

Nach diesen Vorbemerkungen wird die folgende Tabelle verständ- 
lich sein, die ein Beispiel für Fe chnersBehandlungsweise von Kollektiv- 
gegenständen bietet. Sie betrifft die Rekrutenmaße von 20 Jahrgängen 
20-jahriger Leipziger Studenten ; der durch die ersten zwei Spalten dar- 
gestellten Verteilungstafel ist sowohl das einfache als auch das zwei- 
spaltige Exponentialgesetz zugrunde gelegt. Maßeinheit ist der sächs. 
Zoll =-23,6 mm. 
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Elemente für die Behandlung nach dem einfachen 6 au ß 'sehen 
Gesetz: 

Ä = 71,75; » = 2,04, m = 2047. 

Elemente für die Behandlung nach dem zweispaltigen Gesetz: 

«•, = 2,16, »», = 1083,5 
Ö-' = l,92, m'= 963,5 



2) = 71,99; 



^i 


^i 


Rechnungsmäßige Ver- 
teilung (z^) 


Differenz zwischen der 

rechnungsmUß. u. d. 

beob. Verteil. 


(Zoll) 


nach dem 


nach dem 


nach dem nach dem 






einfachen 


zweispaltigen 


einfachen zweispaltigen 






Gesetz , Gesetz 


Gesetz Gesetz 


60 


1 


_ 





-1 -1 


61 





— 


— 


Ol 


62 





— 


0-5 





+ 0-5 


63 





1 


15 


+ 1 


+ 1.5 


64 


•2 


35 


4 


+ 1-5 


+ 2 


65 


15. 5 


10 


12 


— 55 


— 35 


66 


26 


26 


28 





+ 2 


67 


54 


58 


. 59 


+ 4 


+ 5 


68 


108 


110 


108 


+ 2 





69 


172 


179 


174 


+ 7 


+ 2 


70 


253 


252 


243 


— 1 


— 10 


71 


290 


304 


298 


+ 14 


+ 8 


72 


330. 5 


315 


318 


— 15. 5 


— 12 5 


73 


296 


282 


291 


— 14 


— 5 


74 


223 5 


217 


226 


-6-5 


+ 2-5 


75 


142 


143 


145- 5 


+ 1 


+ 3 5 


76 


75 


81 


80-5 


+ G 


+ 5.5 


77 


38 


40 


37 


+ 2 


— 1 


78 


13 


17 


15 


+ ^ 


+ 2 


79 


3-5 


6 


5 


-j-2.5 


+ 1.Ö 


80 


2 


2 


1 





— 1 


81 


1 


0.5 


— 


— 0-5 


— 1 


82 


05 


— 


— 


-0-5 


— 0-5 


83 


05 


— 


— 


— 5 


— 05 




2047 


2047 


2047 


abs. 90 


abs. 72 



Bei der nur schwachen Asymmetrie gibt auch das einfache Ex- 
ponentialgesetz die Verteilung in nicht unbefriedigender Weise wieder; 
das zweispaltige paßt sich etwas besser an, die größte Abweichung 
beträgt dort 15,5, hier nur 12,5, die Summe der absoluten Ab- 
weichungen dort 90, hier bloß 72. 

182. Beihenentwickluug zur Darstellung willkürlicher 
Verteilungen. Bei der umfassenden Definition des Kollektivgegen- 
standes ist es das naturgemäßeste, die Verteilungsfunktion und so- 
mit auch die Summenfunktion von vornherein als eine willkürliehe 
Funktion anzusehen, die allen Verteilungen angepaßt werden kann. 
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Eine solche Funktion ist nur durch einen unendlichen Rechenprozeß 
darstellbar. ^) 

1. Teilt man das Argumentgebiet durch einen Wechselpunkt X 
in zwei Teile, so ergibt sich nach (1), daß 

X 00 

ßß (x)dx +y® (x) dx^l] 

OD X 

mit Benutzung des Diskontinuitätsfaktors sgn (X— a?) (lies signum X— ^), 
der so definiert ist, daß 

sgn(X — a;) = l, so lange X — a;>0 

sgn(X — a;) = — 1, so lange X— a:<0, 

verwandelt sich die letzte Gleichung in 

X oc 

ßgn (X^ x) i6{x) dx- fsga {X - x) » (x)dx^l', 

— 00 *X 

da nun 

X 00 

Tsgn (X-x)^ (x) dx^f^ (x) dx^® (X), 

00 — 00 

so ist wegen der vorhergehenden Gleichung 

00 

fsgR {X-X)^ (X) dX^e (X) - 1, 

folglich 

X OD 

fsgn{X-x)^{x)dx+ fsga{X^x)^(x)dx = 2®(X)-l 

— 00 X 

und mit Rücksicht auf die Definitionsgleichung (9) 

OD 

2 © (X) - 1 =Agn (X-x)^ (x) da; = 2) [sgn (X - x)]. (12) 

— OD 

Diese Gleichung wird die Grundlage für die Darstellung von 
@(X) bilden, das ja nach den Ausführungen von Nr. 189 geeignet 
ist, SS(a?) zu ersetzen. 



1) Vgl. bezüglich des folgenden H, Bruns, Wahrscheinlichkeitsr. u. EoUek- 
tivmaßlehre; femer d. Verf. 's Abhandlung „Die Altersverteilung der Gestorbenen". 
Mitt. d. Verbandes d. ösi-ung. Privat- VersicL-Anst., Neue Folge, Band 8. All- 
gemeinere Untersuchungen über die Darstellung willküilicher Funktionen findet man 
bei F. G. Lipps, Die Theorie der Kollektiv-Gegenstände, Leipzig 1902, S. 89—99. 
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2. Von den verschiedenen analytischen Darstellungen der diskon- 
tinuierlichen Funktion sgn | wählen wir die folgende; Es ist 



/Isin 2 J M 



du 



« bei I > 



Berücksichtigt man, daß 



sin 2gw - ^^ ^ (i^V^^ 



und daß 



wie man durch Zeichenänderung des u erkennt, so ist weiter 

00 

3. Der Wert des Integrals 

00 

K^ A-«*cos2SMrfM 

00 

ergibt sich durch Differentiation nach dem Parameter 1, indem 

^ = - Awe-«* sin 2^udu = je""* sin 2^u\ - 2g A"«* cos2gMrffi, 

— 00 00 OD 

also 
folglich 

wird; die Eonstante C erhält man durch die Spezialisierung | »- 0^ 
indem dann K^jer^^du^^% wird; somit ist endgültig 

— oo 

K^^/%e-^, (14) 

Dies leitet auf die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung vielfach 
auftretende Funktion 
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hin; bezeichnet man ihren g-ten Differentialquotienten mit 0{^^y so 
folgt aus einmaliger Differentiation 

und mit Rücksicht auf (14) und die ursprüngliche Bedeutung von K: 
*(l)r= J /«""' cos 2SMrfw, 

— QO 

woraus durch Integration nach § zwischen und % 

00 

— oo 

erhalten wird. 

Ersetzt man wie oben sin 2Sw durch 

und beachtet die durch Zeichenänderung des u erweisbare Relation 

OD 00 



SO kann auch 



dw = — / du. 

— 00 —00 

0(g)==iL '- -, du 



geschrieben werden, woraus sich unmittelbar eine Darstellung von 
^(S)j ableitet, indem 

*(5). = ij^i^r-(2«»>'^« (15) 

wird. 

4. Die Exponentialfunktion e~"*"^^" gestattet eine durchaus kon- 
vergente Entwicklung nach Potenzen von w; ihre Koeffizienten werden 
rationale Funktionen von S sein, sie möge daher in der Form 

«-»'-»«»= gi(|), + 31(1X2« + 9l(5),(2«)« + • . • -^9t(IX(2M)» (16) 
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angesetzt werden. Andererseits ist, wenn man jeden Faktor für sich 
entwickelt: 

(} _ ^i* 4. ^J - ^' 4. UJ_ _ M!f 4. (^g^)' _ (2g^)" , \ . 
\0! ü'^2! 3!"^ AO! 1! "^ 2! 3! '' /^ 

durch Vergleickung der Koeffizienten gleicher Potenzen von u ergibt 
sich daraus folgende Darstellung der SR: 

fR(l)o = i ■ 

2*fR(|)j — ^g, — 3;0! 

2'«(t).— gf+zli ^"' 

*• "»VöA 014; 112! ~ 2!0!' 
allgemein: 

5. Wir nehmen nun die in (13) gefundene Darstellung von sgn| 
wieder auf und schreiben sie mit dem Argument X — X] dies führt zu 



1 



8gn(X-x)--j ^ 



-ixui 

du 




mit Benutzung von (16) ergibt sich aber 

CO 

,-u.-2.u._2SR(^)/2ui)^ 



folglich ist weiter 

- ,r-y /» u« + 2Xu< 

sgn {X-x)= i2^Hj ui (2"')'<*« 
demnach mit Rücksicht auf (15): 
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Es erweist sich als zweckmäßig, statt mit den Argum entwerten 
selbst mit ihren Abweichungen von einem Ausgangswert a zu rechnen; 
fahrt man dementsprechend, das a vorläufig unbestimmt lassend, unter 
Verwendung einer ebenfalls noch frei wählbaren positiven Konstante h 
die neue Variable 

v^h{x-a) (19) 

ein, so erreicht man damit auch den Vorteil, daß man durch passende 
Wahl von a und h auf eine Vereinfachung hinwirken kann; es soll 
dann entsprechend 

V^h{X-a) (19*) 

sein. Da nun V — v =^}i{X — x) dasselbe Vorzeichen hat wie X — x, 
so besteht auch der Ansatz: 

oo 

8gn(F-tO=29J(«'),*(n,- 



Die Einfuhrung dieses Ausdruckes in (12), wobei zu beachten 
ist, daß sich die 2)-Operation lediglich auf das von x abhängige 9i(v)j 
erstreckt, liefert das EndresidUd: 

2©(X) - 1 =2S)[9iH]*(FX. (20) 



Dies ist die von Bruns entwickelte (^Reihe zur Darstellung be- 
liebiger Verteilungen. Ihre praktische Verwendbarkeit hängt ab von 
der Raschheit der Abnahme der Glieder. Noch bleibt die Herstel- 
lung der symbolisch geschriebenen Koeffizienten 35[9fl(t;)J übrig. Doch 
wird diese besser zu verbinden sein mit dem Rechnungsschematismus 
für die Durchführung des ganzen Verfahrens. 

§ 2. Methodische Dnrchfiilirung der Rechnungen. 

183. Die Koeffizienten der <I>-Beihe. Da die 9i(IX l^^t (17) 
nach I geordnete Polynome sind, so werden die 9i(v)^ =■ SR{Ä(rc — a)}^ 
nach Potenzen von x — a fortschreiten und es wird daher bei der 
Durchschnittsbildung auf die Durchschnittswerte der verschiedenen 
Potenzen der Abweichungen vom Ausgangswerte ankommen ; wir setzen 
allgemein 

00 

ijj - ®[(a; - a^)] - f{x - af^{x)dx; (21) 

— oc 

dann ist insbesondere 

1^1 = S)[a; — a] = 2)(a;) — a^^A-a:, (22) 

es wird also t^i = 0, wenn man den Argumentdurchschnitt A als 

Digitized by VjOOQIC 



362 Dritter Teil. Kollektivmaßlehre. 

Ausgangswert wählt; in bezug auf diesen werde konsequent fi statt 17 
geschrieben, so daß 

[i^^-~<S)[iix-Ä)p]= f(x-Äyf8{x)dx. (23) 

— OD 

Dies vorausgeschickt und bei Festbaltung an dieser Wahl des 
Ausgangswertes wird auf Grund von (17): 

®[3l(t;)o] - 1, 

2'S>m{v\] 2h^{x -Ä)-0, 

2'^[ßiv\] = ^'S)[(a; - ^)*J = 1 = 2ÄVI - 1; 

Terfügt man also über die noch unbestimmte Zahl h derart, daß 

2AVI -1 = 0, 
also 

h = -i- (24) 

f*«l/2 
wird, so fällt auch das mit ^(v\ behaftete Glied aus. 

Die Größe /t^ als Wurzel aus dem Durchschnitt der Quadrate 
der Abweichungen vom arithmetischen Mittel entspricht dem mittleren 
Fehler in der Fehlertheorie und der Parameter Ä, wie die Formel (24) 
zeigt (vgl. mit Nr. 142), dem Präzisionsmaß. Bruns hat ^ unter 
der Bezeichnung „Streuung von x, str (^)" als charakteristisches Ele- 
ment eingeführt, das ein Urteil über die Ausbreitung der Kollektiv- 
reihe gestattet. Sowie nur eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit dafür 
besteht, daß der Fehler einer Beobachtung den dreifachen mittleren 
Fehler der betreflFenden Beobachtungsart überschreiten werde, so ist 
auch anzunehmen, daß die Ausbreitung des Argumentgebiets eines 
Kollektivgegenstandes die sechsfache Streuung nicht übertreffe, anders 
gesagt, daß die Hauptmasse der Exemplare in diesem Intervall liege. 
Die Formel (24) kann hiemach auch so geschrieben werden: 

^'l^- (24*) 

In weiterer Verfolgung der Gleichungen (17) und unter steter 
Berücksichtigung der obigen Festsetzungen hat man nun: 

2«S)[9l(.)3] = -^ + 2Vx = --?^ 
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wird also zur Abkürzung gesetzt: 

T) 2ÄVI 

„ _ 2Ä.^i 2ÄVJ (25) 

„ _2ÄVS *V1 ,1 

-^« ~ 46 3 "t" 6 ' 

SO schreibt sieb die Formel (20) endgült^: 

2@(X)-l-*(r) + D3^ + D,^ 

Bruns nennt sie die Normalform der <P- Reihe mit Rücksieht auf die 
Vereinfachungen, die sie durch die Wahl von a und h erfahren hat. 
Die Auswertung dieser Formel erfordert als beschwerlichsten Teil 
der Arbeit die Ausrechnung der Elemente Dj, 2)^ . . . auf Grund der 
Verteilungstafel, außerdem Tabellen der Werte von 

gKV\- ±ilk *i2^ 

für ®(F) sind solche längst vorhanden; dem Buche ist unter L eine 
siebenstellige Tafel dieser Funktion, unter IL eine vierstellige, nach 
einem kleineren ArgumentintervaUe fortschreitende Tafel beigegeben. 
Für die folgenden Werte bis einschließlich zur Ordnung 6 hat Bruns 
Tabellen berechnet, die unter III. dem Buche angeschlossen sind.^) 
Beschränkt man die Formel (26) auf das erste Glied, so gibt sie 

©(X)=l + A*(F) = i + ^jI-d^ = ^Je-rf* • 

— 00 

entsprechend dem G au ß sehen Exponentialgesetz. Die Fortsetzung 
der Formel bringt also die Abweichungen von diesem speziellen Ge- 
setz zum Ausdruck; je geringer diese Abweichungen, mit umso weniger 
Gliedern wird man das Auslangen finden. 

Hat man @(X) mit Beschränkung auf eine bestimmte Anzahl 
von Gliedern numerisch dargestellt, dann bleibt zu prüfen, in welchem- 
Ausmaße sich diese Darstellung der Verteilungstafel anpaßt. Zu diesem 
Zwecke berechnet man die den Wechselpunkten 

1) Mit freundlicher Erlaubnis des Autors. 
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zugeordneten Werte des Hilfsarguments v^h{x — Ä)i 

bestimmt mit Hilfe derselben 

@(X,), @(X,),...@(X„^,), 
bildet die Differenzenreihe 

9i; ^2; • • • 9n 
und vergleicht diese mit der Zahlenfolge 

oder aber die Wertreihe 



mit 



h} ^2;- * ' ^n- 



184. SunmienverfUiren bei freier Wahl des Ausganafs* 
wertes. Die Bestimmung der 2) erfordert die Kenntnis von A und 
der /i^ Yon p=^2 angefangen; denn /t| bestimmt die Streuung und h. 

Was A betrifft; so ergibt sich die praktische Formel dafür aus 
der theoretischen (10): 



- fx^{x)dx, 



indem man das Integrationsgebiet durch die Wechselpunkte in Teil- 
intervalle zerlegt und in jedem solchen das variable x durch den 
mittleren Wert ersetzt; so wird 



*♦ + ! 



^ = 2 ^i/«(^)^^ - Äy. = ^~ • (27) 

1 Xi 

Nach dem gleichen Vorgange erhält man aus (23): 
^^,-^ix,^Äyf^{x)dx ^ 2^x,-Ayy, ^ ^^"^^^^'^ (28) 

1 Xi 

Das unmittelbare Rechnen nach diesen Formeln gestaltet sich 
schon bei einer mäßig ausgedehnten Yerteilungstafel wegen der vielen 
Potenzierungen und Multiplikationen sehr beschwerlich; bei Formel 
(28) kommt noch der Umstand erschwerend hinzu, daß A fast aus- 
nahmslos in das Innere eines Intervalls fallen und deshalb zu un- 
bequemen Zahlen x — A führen wird. 
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Der letztem Schwierigkeit wird dadurcli abgeholfen, daß man statt 
A. einen der in der Tafel angeführten Argumentwerte selbst, er 
heiße a, zum Ausgangspunkt nimmt; dadurch werden sämtliche Diffe- 
renzen x^ — a Vielfache der Intervallgröße d, und es treten an ihre 
Stelle nach Absonderung des d ganze Zahlen. Zum Schlüsse bleibt 
der Übergang von a zu 4 zu vollziehen. 

Sind 

die äquidistanten Argumentwerte der Tafel und trifft man die Wahl 
so wird 

Zur Berechnung von 



<--^ 



^{Xi — afzt 



(29) 



*p m 

hat man für ein ungerades p: 

k-i 



^ i^i - «)''^, = - S'^^ vPz,_, + Sp'^r vz,^,, (30) 



1 1 n-* 

für ein gerades p: 

k-l 



2 i^i - (^y^i = i'^ ^^*-» + «^2**^*+" (^^> 



n-k 



so daß es nur noch auf die Bildung der Summen 



t-i 



^ Vz,., - \Pz,_^ + 2fz,_, ^... + ik-iyz, (32) 






'^^h^r = {n-Tcyz, + {n--k-iyz„_, ^ • ■ ■ +l'z,^, (33) 

n-k 

ankommt; diese aber lassen sich bei jedem p durch ein mechanisches 
Verfahren, das nur Additionen erfordert und daher als Swwmewverfahren. 
bezeichnet wird, berechnen. 

Dieses Verfahren, auf den „oberen*^ Teil der Tafel, also auf jenen 
mit den Argument werten x^ x^, - - * Xj^_^ angewendet, besteht in folgen- 
dem. Man bildet durch sukzessives Addieren nach und nach die 
ersten Partiälsummen: 
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41) =.41) +^^ ^z^ + z^ 



4-2 = 4-8 + ^*-2 = -S^i + ^2 + ^8 H f- ^ik-2; 

und aus diesen die erste Totalswmme: 

S- = (Ä - 2) ;ßf, + (Ä: - 3) ^2 + • • • + ^* - 2 ; 
fügt man dazu die nulUe Totalsumme 

s;r=-4'i2+^*-i=^i+^2+----+^*.i (34) 

hinzu^ so entsteht 

S:S+;=^vz,_,, (35) 

1 
also die erste der Summen (32). 

Hierauf bilde man aus den ersten Partialsummen nach demselben 
Prinzip, nach welchem sie selbst aus den e gebildet wurden, die 



4») =.,41) =«j 

4« -sW +5W -2e, + e, 

4« =4*) +41) -3^1 + 2^, + ^, 

s?U - «?l4 + 4'is = (*- 3)£ri + {k- 4)z, + {k- b)e, + • . • + «»_„ 
und aus ihnen die zweite Totälsumme: 

(fc-2)(Ä;-3) (A;-8)(fe-~4) 
^2 =" 2 ^1 "^ 2 ^» + * • • + ^*-8' 

woraus 

2 S7 = (i-2)(*-3)^i + (A;-3)(A;-4);?,+ • • • + 2£r,_,; 

das allgemeine Glied der rechten Seite, {h—j — l)(]c—j — 2)ej, kann 
entwickelt werden in 

infolgedessen hat man 

2 S; ^^v\_,-S^ vz,_, + 2 ^z,_,; 

8 3 8 

um nun rechts die Summen von 1 an laufen zu lassen, hat man 
2\_, + 1\_, - 3 (2g,_, + U,_,) + 2 (e,_, + 0^_,) 
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hinzuzufügen; da sich dies aber auf Null reduziert, so ist auch 

111 

mit Rücksicht auf (34) und (35) also 
woraus 

^v\_,.^2s;+ss;+s;, (36) 

1 

und damit ist die zweite der Summen (32) gefunden. 
Die dritten Partidlsummen 

43) _5(3) +^(2) ^3,^ + ^^ 

Sf) =48) +42) ==6;&i+3ißf2+^l 

c(8) _.(8) . «(2) (ä;-3)(/:-4) (A:-,4)(^-5) 

geben die dritte Totalsumme 

^8^ IT2T3 ^1 "^ iT2T3 ^2+---+^*-4^ 

woraus 

das allgemeine Glied Qc —j — 1) (Je —j — 2) Qc —j — 3)0j läßt sich 
entwickeln in 

(Je -jjz^ - 6 (Ä - ^7£r. + 11 Qt -3)z, - &z^, 
demnach ist 

4 4 4 4 

sollen die Summen von 1 an laufen, so hat man hinzuzufügen 

1 1 1 1 

da sich dies aber auf Null reduziert, so ist auch 

1111 
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mit Beziehung auf (34), (35), (36) weiter 

1 

woraus sich die dritte der Summen (32) ergibt: 



k-l 



^v\_,^QS;+128-+lS:+S;. (37) 

1 

Die vierte Summe erhält man auf analogem Wege, sie hat den 
Ausdruck 

*-i 

^v%_,^ 24S7+ 6OS3-+ 50S-+ lbS;+Sl . (38) 

1 

Bezüglich der Summen (33) genügt die Bemerkung, daß sie durch 
eine vom untern Ende der Tafel gegen x^^ hin geführte ebenso ange- 
legte Rechnung gefunden werden; die Totalsummen, auf die man 
dabei kommt, seien mit Sq, S^, S^, • • • bezeichnet. 

Trägt man dann all dies in (30) und (31) ein und bedient man 
sich dabei zur Vereinfachung der Formeln der Abkürzungen 

Sr + ST-^IJi ^33^ 

St-ST^Ji 
so ergeben sich im Sinne von (34) und (29) diB^-folgenden Resultate: 

m = 2:0 + ^ifc 
mrj^ = d (^1 + Jq) 

mril = d\2U,+ -3]U, + i:,) (40) 

mrjl = (5^(242;,+ 60 2:3 + ÖO^;^ + 152:, + 2J,y), 

Über die Wahl des Ausgangswerts Xj^=^ a ist bisher nichts be- 
merkt, sie ist im wesentlichen freigestellt. Seine Verlegung in etwa 
die Mitte der Tafel, wodurch diese in zwei nahezu gleiche Teile zer- 
fällt, einen obern und einen untern, hat den Vorteil, daß die Summen- 
bildung in zwei nahezu gleichmäßigen Partien verläuft und nicht zu 
allzu großen Zahlen führt, was bei einheitlicher Rechnungsanlage und 
ausgedehnter Verteilungstafel immer eintreten würde; daher ist nur 
bei kleinen Tafeln die Verlegung von a an das Ende der Tafel ratsam. 

1) Ohne auf die allgemeine Darstellung der Koeffizienten einzugehen, mögen 
-diese auch noch für die zwei nächsten Ordnungen angegeben werden: 

furi)=5: 120, 360, 390, 180, 31, 1; 

„ p = 6: 720, 2520, 3360, 2100, 602, 63, 1. 
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Das Schema der Sammenbildung bis zur vierten Ordnung ge- 
staltet sich wie folgt: 



Verteilungstafel 



Summentafel 



4' 



«w 



o(») 



Sf^ 



1 

2 
3 






4^) 



*— 1 

Jc-2 
k 

Jc + 1 
Jc+2 



*'ifc-2 



Xi 



jfc-l 



X, 






h-1 



•^ifc + 1 



*t-2 



«(2) 






"*+» 



^ 



^^ 









«'«-2 



X, 



n-l 



^-1 



X^ 



n(l) 

*«-2 

n(l) 

cd) 



*»-2 

o(2) 






o(8) 



4*) 






^ 



^^ 



^ 






^ 



»* + 5 



o(8) 
ä(8) 



.qW 



Eine KofUroUe ergibt sich daraus^ daß nach der Bildungsweise 
der Partial- und Totalsummen die folgenden Relationen bestehen: 



^*.i + S^kli 



s; 



«(1) I ^(t) _ a- 



<f(2) 



und analog im untern Teil der Tafel. 

185. Übergang znm ArgnmentdarchBChnitt als Ausgangs- 
wert. Zur Durchführung der Formel (26) braucht man allgemein: 

^J = ®[(a;-^)p], 

während das Sununenverfahren zu 



€ z Q b e r , Wahxidieinliohkeitsreohuang. I. 2. Aufl. 



24 
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geführt hat. Nun ist yermöge der Gleichung (22) 

rc— -4— a? — a — (-4— a)=-a? — a — %, 
mithin 

(a:-^.)P-(a:~a)P~(?)(a:-a)P-^i?, + (f)(a:-a)P-«i?J + 

. . . + (-l)P-i(P) (^- a)iyf-i + (~l)Pi??; 
daraus ergibt sich: 

^? = '??-(?)'?J:i%+(f)'?j:l'?!---- + (-i>'-'0-i)'?f, (42) 

wobei das letzte Glied darch Zusammenfassiuig der beiden firüheren 
Schlußglieder entstanden ist. Man bat also für j) — 1, 2, 3, 4: 

lh~0 



(4^ vi- vi 



(43) 



f^-vl-Hvi + H 
iit-vt-Hvi+Hvl-H- 

Hiermit sind alle Elemente bestimmt, die zur Durchführung der 
Formel (26) erfordert werden^). 

§ 3. Anwendungen. 

186. Beispiel LjLvjjl. TerteUnng der Endunllen In einer 
Logarithmentafel. Als Beispiel eines in mehrfacher Beziehung be- 
merkenswerten unstetigen Eollektivgegenstandes benutzen wir das 
Resultat der Auszählung der Endnullen in 1000 Spalten von Vegas 
Thesaurus Logarithmorum^ welches Bruns bekannt gemacht hat.^) 
Da die Logarithmen den Zahlen durch ein arithmetisches Gesetz zu- 
geordnet sind^ so ist auch jede einzelne Stelle der Mantisse in gesetz- 
mäßiger Weise bestimmt; es kann daher nicht als zufällig bezeichnet 
werden, ob an der Endstelle des Logarithmus einer gewissen Zahl 
Null oder irgend eine andere Ziffer steht; im Sinne der Fechnerschen 
Definition würde es sich also hier nicht um eine Beobachtungsreihe 
handeln, die den Kollektivgegenständen zuzuzählen ist; nach der all- 
gemeinen Auffassung, die hier vertreten ist, handelt es sich um einen 
solchen, und zwar sind seine Exemplare die einzelnen Spalten (mit 
je 60 Mantissen), der Umfang also 1000, das Argument x die in der 
Spalte angetroffene Anzahl von Endnullen. Das mögliche Gebiet des 
Arguments umfaßt die ganzen Zahlen von bis 60, da auch solche 
Spalten denkbar sind, in denen keine Endnull vorkommt, und solche,. 



1) Vgl. zu den beiden letzten Nm. F. G. Lipps, Theorie der KoUektiT- 
gegenst., p. 178—189. 

2) a. a. 0., p. 256. 
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in denen jede Mantisse mit Null endet. Die Anszählimg ergab keine 
Spalte ohne Endnull und keine mit mehr als 14 Endnullen; würde 
sie auf mehri etwa auf die doppelte Zahl von Spalten, erstreckt 
werden, so könnten ganz wohl diese Grenzen weiter hinausrücken. 

Die folgende Tabelle enthält in den ersten zwei Kolonnen die 
(primäre) Yerteilungstafel, in den nächsten zwei die daraus abgeleiteten 
empirischen Werte der Verteilimgsfunktion Vi(x) und der Summen- 
funktion ©(a?), in den letzten zwei die Summenrechnung, soweit sie 
zur Ermittlung des Argumentdurchschnitts und der Streuung er- 
forderlich ist. 



«i 


^i 


uw=J 


1 




»?> 


1 


6 


0,006 


0,006 


6 


6 


2 


36 


0,036 


0,042 


42 


48 


3 


78 


0,078 


0,120 


120 


168 


4 


149 


0,149 


0,269 


269 


437 


5 


161 


0,161 


0,480 


480 


867 , 


6 


183 


0,183 


0,613 


613 


1480 


7 


134 


0,134 


0,747 


747 


2227 


8 


114 


0,114 


0,861 


861 


3088 


9 


74 


0,074 


0,936 


936 


4023 


10 


34 


0,034 


0,969 


969 


4992 


11 


19 


0,019 


0,988 


988 


6980 


12 


10 


0,010 


0,998 


998 


23316 


13 





0,000 


0,998 


6978 


14 


2 


0,002 


1,000 






1000 











Der Tafel ist beispielsweise zu entnehmen, daß die relative Häufig- 
keit von Spalten mit 7 Endnullen dieser Erfahrung zufolge 0,134, 
die relative Häufigkeit von Spalten mit höchstens 7 EndnuUen 0,747 
beträgt, daß also die Wahrscheinlichkeit, eine beliebige Spalte werde 7 
bzw. höchstens* 7 Endnullen enthalten, nahe mit 0,134 bzw. 0,747 



oder j zu bewerten sei. 



Die Summenrechnung ist in einem Zuge durchgeführt, folglich 
a = 14 als Ausgangswert genommen; es existieren also nur Total- 
summen S", so daß laut (39) 27^ = S", z/^ = — /S~ zu nehmen ist. 
Die Tabelle liefert nun: 



S- == 998 4- = 998, m = 
S-^ 6978, 

S^^ 23316, 

hieraus ergibt sich mittels (40) und (22): 



So' + ^1- 



1000: 
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1000iy, = - 6978 -998 =-7976, i?i=- 7,976, 

^ = 14-7,976 = 6,024, 

1000 til = 46632 + 20934 + 998 - 68564, rjl = 68,564, 

weiter nach (43): 

/t| - 68,564 - 63,617 = 4,947, 

str(ip) = 2,224. 

Diesen Resultaten ist weiter zu entnehmen, daß die durchschnitt- 
liehe Zahl der in einer Spalte auftretenden Endnullen 6,024 heia^^, 
daß also die Wahrscheinlichkeit, eine beliebige Mantisse endige mit 

Null, auf Grund dieser Erfahrung mit -^r- = 0,1004 zu bewerten sei, 

womit empirisch bewiesen ist, daß alle Ziffern (nicht bloß an der 
End-, sondern an jeder Stelle) gleichberechtigt sind.^) 

187. Beispiel IiXVm. Verteilung von Brustumfängen. Unter 
den Materien, auf die Quetelet seine in Nr. 178 angedeutete Unter- 
suchungsmethode anwandte, befindet sich eine Tabelle der Brust- 
umfänge von 5740 schottischen Soldaten. Sie hat die korrekte Form 
einer Verteilungstafel und ist in den ersten zwei Kolonnen der fol- 
genden Tabelle mitgeteilt; daran schließt sich die Summenrechnung, 
die bis zur vierten Ordnung und wieder, mit Rücksicht auf die ge- 
ringe Ausdehnung der Tafel, einheitlich geführt ist. 



X, 


2. 


«(>) 


8^^^ 


8^^^ 


s<«) 


engl Zoll 


^i 


*» 


» 


*« 


33 


3 


3 


3 


3 


3 


34 


18 


21 


24 


27 


30 


35 


81 


102 


126 


153 


183 


36 


185 


287 


413 


566 


749 


37 


420 


707 


1120 


1686 


2435 


38 


749 


1456 


2576 


4262 


6697 


39 


1075 


2531 


5107 


9369 


16066 


40 


1079 


3610 


8717 


18086 


34152 


41 


934 


4544 


13261 


31347 


65499 


42 


658 


5202 


18463 


49810 


115309 


4S 


370 


5572 


24035 


73845 


189164 


44 


92 


5664 


29699 


103544 


430277 


45 

46 

47 
48 


50 
21 

4 

1 


5714 
5735 

41148 


35413 
138957 


292698 




5740 











1) Man vergleiche hierzu die Auflfühmngen H. Poincarös in La Science 
et rHypothöse, deutsch von F. und L. Lindemann, 2. Aufl., Leipzig 1906, S. 19S. 
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Sie liefert die folgenden Grundzahlen: 

S^ = 5735 + 4 = 5739, 5f - 41 148, 
Sf- 138957, Sf- 292698, 5^=430277; 

aus diesen ergibt sich mittels der Gleichimgen (40), worin d >- 1 zu 
setzen ist: 

m = 5739 + 1 = 5740, 

Vi- -8,17 
ij| - 70,923 
1)1 647,639 

ijj= 6177,585, 
daraus : 

^ = 48 - 8,17 = 39,83 engl. ZoU^) (= 1,011 m) 

und weiter nach den Formeln (43): 

^1 = 4,174, ;ti = 0,006, ^* = 50,691; 
sonach ist 

str (x) = /ig =» 2,04 engl. Zoll (= 51,8 mm) 

h ^ ^^ - 0,346. 

str {x)y2 ' 

Hiermit erhält man in weiterer Rechnung nach den Formeln (25): 

2)3 « - 0,00017, A = - 0,00754, 

so daß die empirische Formel zur Darstellung der Verteilung bei 
diesem Grade der Approximation lautet: 

2@(X) - 1 - *(F) - 0,00017 ^^ - 0,00754 ^P*. 

Ihre Prüfung erfolgt am zweckmäßigsten an der SummentiafeL 
Die Summentafel zur vorstehenden Verteilungatafel ergibt sich aus 
der mit s\^^ überschriebenen Kolonne durch Division mit m = 5740; 
sie ist in der zweiten Kolonne der nachfolgenden Tabelle enthalten, 
wobei zu beachten ist, daß nicht die Argumentwerte der Verteilungs- 
tafel, sondern die ihnen nachfolgenden Wechselpunkte in Betracht 
kommen. Für diese Wechselpunkte ist nun @(X) nach der vor- 
stehenden Formel zu berechnen. Die bezügliche Rechnung ist nach- 
stehend an zwei Fällen mit allen Details erläutert. 



1) 1 engl. Zoll = 0,0263998 m. 
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z- 


36,5 


Z- 


40,5 


^- 


39,83 


A- 


39,83 


X-Ä- 


-3,33 


X-A^ 


0,67 


r-h(x-Ä)-- 


- 1,162 


F=-Ä(Z-^)- 


0,232 1 


*(r)-.. 


- 0,8967 


4>(F)- 


0,2572 


D/cn-. 


-0,00003 


A*^?- 


0,00008 


^/?- 


0,00443 


A%^-- 


- 0,02704 


2@(Z) - 1 - • 


- 0,89230 


2©(Z)-1- 


0,23024 


2@(Z)- 


0,10770 


2@(Z)- 


1,23024 


@(X) = 


0,054 


@(Z)- 


0,615 . 



Hierzu sei bemerkt, daß 0(F), ^{V)^, ^(1^4; • • • ungerade, O^V)^^ 
4>(F)5, . . . gerade Funktionen sind, wie man sich bezüglich ^(F) an 
dem definierenden Integral 



V 



'dt 



und bezüglich der andern durch Differentiation überzeugt. 

Die folgende Tabelle gibt den Vergleich der berechneten 
den beobachteten Werten von @(X). 



mit 





@(Z) 


X 








berechnet 


beobachtet 


36,6 


0,012 


0,018 


86,6 


0,054 


0,060 


37,5 


0,142 


0,123 


38,6 


0,278 


0,254 


39,6 


0,448 


0,441 


40,6 


0,615 


0,629 


41,6 


0,773 


0,792 


42,6 


0,896 


0,906 


43,6 


0,966 


0,971 



188. Beispiel Liiin. Ältersverteilung der Gestorbenen, Wenn 
man die Sterbef äUe, die in einem bestimmten Personenkreise sich er- 
eignen, nach dem Alter der Gestorbenen verzeichnet, so erhält man 
einen stetigen KoUektivgegenstand: Exemplare sind die einzelnen 
Sterbefälle, Argument das Sterbealter. 
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Die nachstehende Tabelle gibt in den ersten zwei Kolonnen die 
Verteilung der 62765 SterbefäUey die in dem Material, das der Eon- 
straktion der österreichischen Sterblichkeitstafeln ^) zugrande lag, unter 
männlichen versicherten Personen beobachtet worden sind. Das nied- 
rigste beobachtete Sterbealter fiel also in das Intervall von 17-|- bis 
18j Jahren, das höchste in das Intervall von 92j bis 93|- Jahren. 
Die Beobachtungszahlen z sind nicht das unmittelbare Ergebnis einer 
Zählung, gingen vielmehr aus einer Aufteilungsrechnung hervor, die 
in dem Zählmodus ihren Grund hatte; daraus erklären sich die wieder- 
holt auftretenden 0,5. 

An die Verteilungstafel schließt sich die Summentafel an, die 
hier wegen der beträchtlichen Ausdehnung zweiteilig angelegt ist und 
Tom Argumentwert a =» 55 ausgeht. Sie fOhrt zu folgenden Zahlen: 

S/ =. 30024 4- 1 680 - 31 704 8^ = 333 694,5 

S-^ - 27 761,5 + 1 635,5 =- 29 397 Sf - 294 931 

«+=2460621 S,+ - 13944656,5 S+= 63985502,5 

«,-=2086815,5 S-- 11391839 S^-- 50370893,5. 

Daraus leiten sich die zur Durchführung von (40) erforderlichen 
Zahlen ab: 



So 


-61101 ^=-628625,5 


^0' 


-2307 z/i= 38763,5 


2; = 4547 436^ 


Zg - 25 336 495,5 27^ = 1 14 356 396 


^,= 373805,5 


^,= 2552817,5 J^- 13614609; 


man findet 


' 




»»-61101 + 1664-62765 




iji - 0,654 




tll - 175,924 




vi - 319,863 



i?J = 43 727,46 

^ - 55 + 0,654 = 55,654; 

letztere Zahl bedeutet also das durchschnittliche Sterbealter des ge- 
nannten Personenkreises. 

Mittels der Formeln (43) erhält man weiter: 

ft| = 175,496 ft» = - 24,926 ftj- 45016,09 

str (x) = /it, - 13,25, h = ^-— = 0,05337 . 

fltr (x)y2 

Die sechsfache Streuimg beträgt 79^ Jahre, das Intervall zvnschen 
den äußersten Wechselpunkten 76 Jahre. 



1) Absterbeordnungen aus Beobachtungen an österreichischen Versicherten. 
4 Bde., Wien 1907. —Vgl. hierzu die zu Nr. 198 zitierte Abhandlung des Verfassers. 
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Verteilungstafel 


Summentafel 


X 


z 


8(1) 


«(8) 


s(8; 


8(4) 


18 


1 


1 


1 


1 


1 


19 


8 


4 


5 


6 


7 


20 


5,6 


9,6 


14,6 


20,6 


27,5 


21 


9 


18,5 


83 


68,6 


81 


22 


17,6 


36 


69 


122,6 


203,5 


28 


81 


67 


136 


258,6 


462 


24 


55 


122 


258 


. 516,6 


978,5 


26 


82,6 


204,6 


462,6 


979 


1967,5 


26 


121 


325,6 


788 


1767 


3724,5 


27 


176 


501,6 


1289,6 


3066,6 


6781 


28 


282,5 


734 


2023,5 


5080 


11861 


29 


287 


1021 


3044,6 


8124,5 


19985,5 


30 


836,6 


1857,5 


4402 


12526,6 


32612 


81 


425 


1782,5 


6184,5 


18711 


61223 


82 


602 


2284,5 


8469 


27180 


78403 


33 


676,6 


2861 


11330 


38510 


116913 


34 


671,6 


3582,5 


14862,5 


68372,6 


170285,5 


35 


735,5 


4268 


19130,5 


72503 


242788,5 


36 


803,5 


6071,6 


24202 


96706 


339493,5 


37 


881,6 


5953 


30155 


126860 


466363,5 


88 


940 


6893 


37048 


163908 


630261,5 


89 


1017,6 


7910,6 


44958,5 


208866,6 


839128 


40 


1074,6 


8985 


63943,6 


262810 


1101938 


41 


1128,6 


10113,5 


64057 


3^867 


1428805 


42 


1223 


11336,6 


75398,5 


402260,5 


1831065,5 


43 


1288 


12619,5 


88013 


490273,6 


2321339 


44 


1356 


13975,5 


101988,5 


592262 


2913601 


46 


1397 


16372,5 


117361 


709623 


3623224 


46 


1400,5 


16773 


134184 


843757 


4466981 


47 


1602 


18275 


152409 


996166 


6463147 


48 


1667,6 


19842,6 


172251,5 


1168417,5 


6681664,6 


49 


1528 


21370,5 


193622 


1362039,5 


7993604 


60 


1657 


22927,6 


216549,6 


1578589 


9672193 


51 


1580 


24507,5 


241057 


1819646 


60870893,6 


52 


1605 


26112,5 


267169,5 


11891839 




53 


1649 


27761,5 


2086815,5 






54 


1635,6 


294931 








55 


1664 
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56 


1680 


333694,5 








57 


1681,5 


30024 


2460621 






58 


1689,5 


28342,5 


803670,5 


13944666,5 




59 


1680,6 


26663 


276328 


2166950,5 


63985502,5 


60 


1562,5 


26022,6 


248675 


1881622,5 


11787706 


61 


1662 


28460 


223652,5 


1632947,5 


9906083,5 


62 


1568 


21898 


200192,5 


1409295 


8273136 


63 


1452,5 


20330 


178294,5 


1209102,5 


6868841 


64 


1404,5 


18877,6 


167964,5 


1030808 


5654738,5 


65 


1466,5 


17473 


139087 


872843,6 


4623930,5 


66 


1466,6 


16006,5 


121614 


733766,5 


8761087 


67 


1886,6 


14541 


106607,5 


612142,6 


3017330,5 


68 


1804,6 


13164,5 


91066,5 


506636 


2406188 


69 


1816 


11860 


77912 


415468,5 


1898663 


70 


1276,5 


10534 


66062 


387566,5 


1483184,5 


71 


1149 


9268,5 


66628 


271494,6 


1146628 


72 


1080,5 


8109,5 


46269,5 


216966,6 


874133,5 


73 


963,5 


7079 


38160 


169697 


668167 


74 


923 


6115,6 


31081 


131637 


488470 


75 


807 


6192,5 


24966,5 


100466 


356933 


76 


732 


4386,5 


19773 


76490,5 


256477 


77 


686 


3663,6 


16387,5 


56717,6 


180986,5 


78 


609 


29ß7,5 


11734 


40330 


125269 


79 


631,5 


2368,5 


8766,6 


28696 


84939 


80 


423,5 


1827 


6408 


19829,5 


66343 


81 


344,5 


1403,5 


4581 


13421,5 


36513,5 


82 


308,5 


1069 


3177,6 


8840,5 


23092 


83 


249 


760,5 


2118,5 


5663 


14261,6 


84 


176 


501,5 


1368 


3644,5 


8588,5 


85 


126 


325,5 


866,5 


2176,5 


5044 


S6 


71 


199,6 


641 


1310 


2867,5 


87 


34,6 


128,5 


341,5 


769 


1667,5 


J*8 


33,6 


1'4 


213 


427,5 


788,5 


89 


27,5 


60,5 


119 


214,5 


361 


90 


16,6 


33 


58,5 


95,5 


146,5 


91 


10 


16,5 


25,5 


37 


51 


92 


4 


6,5 


9 


11,5 


14 


93 


2,5 


2,5 


2,6 


2,5 


2,5 


X 


z 


s(i) 


5(2) 


«(8) 


sW 


Verteilungstafel 




SumnK 


intafel 
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Nun sind alle Daten zur Berechnung der D yorhanden; laut (25) ist 

2)8-0,00253, D^-- 0,12821; 

hiermit ergibt sich die empirische Formel zur Darstellung der Ver- 
teilung: 

2©(Z) - 1 - «(F) + 0,00253 ^^ - 0,12821 ^^. 



Die Werte von @(X), die sie liefert, sind in der nachstehenden, 
auf Altersquinquennien reduzierten Verteilungstafel mit den aus der 
Beobachtung hervorgehenden zusammengestellt. Die Wiedergabe ist 
eine befriedigende; doch deutet der systematische Gang der Ab- 
weichungen darauf hiu, daß die Formel, wenn es sich um die Erzielung 
eines vollkommeneren Anschlusses handeln würde, durch Anfügung 
weiterer Glieder verbessert werden müßte. Man kann immerhin sagen, 
daß die proisentische Aufteilung der Sterbefälle bis zu den einzelnen 
in der reduzierten Tafel vertretenen Altersgrenzen hin durch die 
Formel ziemlich gut wiedergegeben wird, wie die folgende Zusammen- 
stellimg zeigt: 

Altersgrenze: 

Berechnete Prozente: 

Beobachtete Prozente: 

Altersgrenze: 

Berechnete Prozente: 50 

Beobachtete Prozente 



25,5 


30,5 


35,5 


40,5 


45,5 


50,5 




0,2 


2 


7 


15 


25 


37 




0,3 


2 


7 


14 


24 


37 




55,5 


60,5 


65,5 


70,5 


75,5 


80,5 


85,5 


50 


62 


74 


84 


92 


97 


99,8 


49 


63 


75 


85 


93 


98 


99,7. 



Reduzierte Verteilungstafel 


Summentafel 


Intervall 


X 


z 


Absol. Summen 


®m 


Rechn.- 




berechnet 


beobachtet 


Beobacht. 


16,6—20,5 


18 


9,6 


9,5 








20,6—26,6 


23 


195 


204,6 


0,0022 


0,0033 


— 0,0011 


26,6—30,6 


28 


1163 


1367,5 


0,0243 


0,0216 


- 


[- 0,0027 


30,6—36,6 


33 


2910,5 


4268 


0,0723 


0,0680 




- 0,0043 


86,6—40,6 


38 


4717 


8985 


0,1621 


0,1432 


H 


f- 0,0089 


40,6-46,6 


43 


6387,5 


16372,5 


0,^526 


0,2449 


H 


f- 0,0077 


45,6—60,6 


48 


7565 


22927,5 


0,8743 


0,8653 




h 0,0090 


50,5—55,5 


53 


8183,6 


31061 


0,6035 


0,4949 


_ 


\- 0,0086 


55,6—60,6 


58 


8244 


89306 


0,6166 


0,6262 


— 0,0097 


60,5—66,5 


63 


7453,5 


46768,6 


0,7867 


0,7460 


— 0,0098 


66,5—70,5 


68 


6748 


53506,6 


0,8421 


0,8625 


— 0,0104 


70,6—75,6 


73 


4873 


58379,6 


0,9237 


0,9801 


— 0,0064 


76,5—80,5 


78 


2982 


61361,5 


0,9737 


0,9776 


— 0,0039 


80,5—86,6 


83 


1204 


62565,6 


0,9976 


0,9968 


+ 0,0007 


85,6—90,5 


88 


183 


62748,6 








90,5—95,6 


93 


16,6 


62766 












62765 1 
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188. Die Theoreme Ton Bemoulli nud Poisson nuter 
dem Oesichtspunkte der KoUektivmaBlehre. Es gibt Materien, 
aus denen sich KoUektiygegenstande mit einer a priori angebbaren 
theoretiscben Verteilungsfunktion konstruieren lassen. Als Typus 
solcher Materien können planmäßige Ziehungen aus Urnen von be- 
stimmter Füllung mit Kugeln verschiedener Farbe angesehen werden, 
derart gruppiert, daß sie einen EoUektivgegenstand bilden. 

Solche Kollektivgegenstände können zwei prinzipiell verschiedene 
Verwendungen finden. 

Stellt man durch wirkliche Ziehungen, die nach einem Urnen- 
schema ausgeführt worden sind, einen empirischen Kollektivgegenstand 
her und vergleicht ihn mit dem theoretischen, d. h. seine Verteilungs- 
tafel mit der theoretischen Verteilung, so erkennt man das Maß der 
zufölligen Störungen, durch die sich der empirische Kollektivgegen- 
stand von seinem theoretischen Vorbild entfernt. Auf diesem Grund- 
gedanken beruht die Prüfung wirklicher zufälliger Vorgänge darauf- 
hin, ob sie den Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung folgen, in 
letzter Linie also die induktive Begründimg des Gesetzes der großen 
Zahlen oder des Satzes von der gleichmäßigen Erschöpfung der mög- 
lichen Fälle. 

Die andere Verwendung besteht darin, daß man einen Kollektiv- 
gegenstand beliebiger Provenienz, also irgendeine Massenerscheinung, 
darauf prüft, ob sie sich unter das Bild eines bestimmten ümen- 
schemas subsummieren lasse; zu diesem Zwecke formt man aus den 
Erfahrungen über die Massenerscheinung in passender Weise einen 
Kollektivgegenstand, legt seine Verteilungstafel an und vergleicht sie 
mit jener theoretischen Verteilung, zu der das ürnenschema führt. 
Haben wiederholte Vergleichungen dieser Art eine genügende Über- 
einstimmung ergeben, so ist damit über die inneren Vorgänge der 
Massenerscheinung allerdings kein Aufschluß gewonnen, wohl aber 
eine rein äußerliche, bis zu einem gewissen Grade zutreffende Analogie 
zwischen der Massenerscheinung und dem Ürnenschema nachgewiesen, 
die sich auf Häufigkeitsfragen und aus diesen gezogene Schlüsse be- 
schränkt. In diesem Sinne angewendet ist die Kollektivmaßlehre ein 
Mittel, Massenerscheinungen auf die Beständigkeit ihres Verlaufs, ihre 
Stabilität^ zu untersuchen und ihre Abhängigkeit von verschiedenen 
Begleitumständen zu erkennen. 

Das Ürnenschema, das man früher glaubte auf alle Massen- 
erscheinungen anwenden zu können, ist das Bernoullische, bestehend 
in wiederholten Ziehungen aus einer Urne mit unverändert bleibender 
Füllung. Diesem starren Schematismus steht der Poissonsche gegen- 
über, der wegen der Variabilität der Bedingungen eine größere An- 
passungsfähigkeit besitzt. 

Bevor wir diese zwei Schemata vom Standpunkte der Kollektiv- 
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maßlehre betrachten, seien einige Hilfssätze über die S)-Operation 
vorausgeschickt. 

Für zwei onabhangige (unstetige) Argumente x, y seien die Yer- 
teilungsfdnktionen Ui(rr); Vi^{y) gegeben; da diesen die Bedeutung von 
relativen Häufigkeiten und damit zugleich von Wahrscheinlichkeiten 
der betreffenden Argumentwerte zukommt, so ist die Verteilungs- 
funktion U(aj, y) fQr die Wertverbindimgen von x, y gegeben durch 
(Nr. 31): 

U(rr,y) = U,(a:)U,(y). 

Der mit dieser Verteilimg gebildete Durchschnitt einer Punktion 
f{x, y) derselben Argumente ist 

die Summierung über alle Wertverbindungen x, y ausgedehnt. 
Ist insbesondere f{Xy y) = ^(a;) + ^(y), so hat man 

jedes Summenzeichen erstreckt sich auf alle Werte des ihm nach- 
folgenden Arguments; da nun ^Vii(x) ^ ^Vi^iy) ^ 1 ist, so ergibt 
sich die Formel 

^[q>{x) + ^(y)] = 2)[()P(^)] + 2)[^(y)], (1) 

die auf eine beliebige Anzahl von Summanden ausgedehnt werden kann. 
Ist weiter f(Xy y) == 9(^)^(y); so wird 

®[<)p(a;)tf(«)] -2'p('>=')Ai^)2Hy)^,(y) - ®[<)p(^)]S)b(y)L (2) 

eine Formel, die sich ebenfalls für beliebig viele Faktoren erweisen 
läßt. Wenn insbesondere ^(y) = c, so wird 

® [C9(^)] = 2'9'(^) Ui(aj) • c^HM - c^[ip{x)]. (3) 

Für einen stetigen Kollektivgegenstand ergeben sich mittels der 
Integralrechnimg gleichlautende Regeln. 

Es seien n Urnen ü^ (i = 1, 2, • • • w) vorhanden, die mit weißen 
(w) und schwarzen (s) Kugeln derart gefüllt sind, daß 

ist. I)ie einzelne Ziehungsreihe bestehe darin, daß aus jeder Urne 
eine Kugel hervorgeholt und ihre Farbe verzeichnet wird; solcher 
Reihen mögen m ausgeführt und nach der relativen Häufigkeit von 
(w) geordnet werden; es handelt sich um die Verteilungsfunktion 
dieses Arguments x. 

Betrachtet man zuerst die Ziehungen aus einer einzelnen Urne, 
z. B. Ui, und bezeichnet die relative Häufigkeit von (w) im einzahlen 
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Znge mit a?^, so ist dieses Argument nur der zwei Werte und 1 
fähig und durchläuft während der Ziehungen eine w-gliedrige, aus 
und 1 irgendwie zusammengesetzte Reihe; die Verteilung dieser zwei 
Argumentwerte ist aber theoretisch a priori angebbar, indem 

U,(0) = SBrr,(s) = «„ U,(l) = aB^,(«^)=Ä; 

auf Grund dieser bekannten Verteilung findet man 

®(a:,) = OU,(0) + lU,(l)==|>, (4) 

str\x,) = m^, - p,r] - (0 ^p,yn,(P) + (1 -i),)m,(l) 

Nun wenden wir ims den Zügen einer ZiehungsreiÄe zu und 
ordnen wieder jedem die relative Häufigkeit von (w) zu; dann werden 
die den einzelnen Zügen zugeordneten Zahlen 

^1} ^2? ' ' ' ^i} ' ' ' ^n 
n 

wieder teils 0, teils 1 sein, ihre Summe ^x^ aber bedeutet die ab- 

1 

n 

solute, —^^i = iP also die relative Häufigkeit von (w) in der 

1 
Ziehungsreihe, so daß 

Wa? = a?i + ^2 + 1- ^i H 1- ^n- (6) 

Die Verteilung eines jeden einzelnen x^ der rechten Seite ist 
durch die Elemente: Argumentdurchschnitt und Streuung im Sinne 
der Gleichungen (4), (5) gekennzeichnet; daraus lassen sich unter 
Anwendung der vorausgeschickten Regeln (1), (2), (3) die analogen 
Elemente für die Verteilung von x ableiten. Es ist nämlich 

^{nx) = n^{x) = ^(X^)+H^2) +'"+ ®(^n) -Pl+P2+'"+Pnf 

woraus 

SW-?i±£L±:-±S==,; (7) 

Si + Sa H • 4" 3 

das Komplement hierzu heiße q, dann ist g == 1 —p = • 



Weiter kann mit Rücksicht hierauf aus (6) 

n(x -^p) = (x, -p^) + {x^ -i)a) + '" + {x^-pJ 
gefolgert werden, woraus sich 

n 

n\x-py^2i^i-Piy+JSi,^i-Pi)(^j-Pj) 

1 
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ergibt, die zweite Summierung über alle Wertpaare i, j(i=^j) er- 
streckt; mithin bat man 

®[«»(^-i))*]=«*®[(a;-p)*]-J®[(^,-i>,)n+^®(«<-i>,)®(a'y-M 

1 

und da laut (4) jedes S)(a;| --i><) = ist, weiter 

1 1 

Setzt man Pi-— p^^^ tf|, so ist 2< — ff = — 8i und 

11 11 

wegen ^S^ = aber reduziert sich dies auf 

nstr\x)^pq^^' (8*) 

Geht man nun daran^ die Verteilung des Arguments x, das zwar 
unstetig und lediglich der Werte 

0, ^, ^, •••^^, 1 

fähig ist, bei großem n wegen der dichten Anordnung dieser Werte 
aber als stetig behandelt werden kann, durch die O-Reihe darzustellen, 
und beschränkt mau sich bei der Summenfunktion auf das erste Glied, 
so daß in erster Näherung 

2@(X) - 1 - *(F) 

genommen wird, so hat man 

wobei 

zu setzen ist; hiermit wird 

Si(X)-A. 

und die Elemente dieser Funktion sind laut (7) und (8): 



P^ 



n 

1 



1 
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Die Wahrscheinlichkeit, daß die Abweichung X—p =^ zwischen 
den Grenzen 



v^±. 






eingeschlossen sei, betrügt demnach 



Hiermit ist der hauptsächliche Inhalt des Poissonschen Theorems 
wieder gefunden; die Deduktion hat vor der Poissonschen (Nr. 93) 
den Vorzug, daß sie sich an eine allgemeinere Gedankenbildung an- 
lehnt und das Theorem als einen speziellen Fall erkennen läßt, der 
sich aus einer umfassenderen Fragestellung ergibt. Auch daß man 
es bei der vorstehenden Formulierung mit einer ersten Näherung zu 
tun hat, die aber schon bei einigermaßen großer Versuchszahl n für 
praktische Bedürfnisse ausreicht, ist aus dem Gange der Entwicklung 
zu ersehen.^) 

Der Übergang zum BemovXlischen Theorem ist unmittelbar voll- 
zogen; man braucht nur die Urnen als von gleicher Füllung oder 
alle Ziehungen aus einer Urne ausgeführt vorauszusetzen, deren 
S33(t«;) =p, SB(s) = g' = 1 — 2^ sei; dann ergibt sich für die Grenzen 



der Abweichung vom normalen Wert p die Wahrscheinlichkeit 



\je'''dt 



Yn 



in Übereinstimmung mit dem wesentlichen Inhalt des BernouUi- 
schen Theorems (Nr. 77). 

Bemerkenswert ist die Streuungsformel (8*); sie zeigt die schon 
an früherer Stelle (Nr. 95) in anderem Zusammenhange festgestellte 
Tatsache, daß bei dem Poissonschen Umenschema die Streuung 
kleiner ist als bei einem Bernoullischen mit denselben Grundwahr- 



1) Bruns, a. a. 0. S. 198—199, hat auch die Fortsetzung der ^-Reihe aus den 
Baten des ümenschemas a priori festgestellt, von der bei strengeren Anforde- 
rongen Gebranch zu machen wäre. 
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scheinlichkeiten p, q, wo nBtr*{x) ^pq ist^ und zwar um so kleiner, 
je größer das Glied 

SV 

1 



ausfallt; dieses Olied stellt aber yermöge der Bedeutung des d^ das 
Quadrat der mittleren Abweichimg der p^ von dem normalen Wert p, 
also die Streuung der p^. Je yerschiedener also das FüUungsyerhältnis 
der Urnen, um so kleiner wird die Streuung (8*). Bei dem gleichen 
p kann sich die Streuung sehr yerschieden gestalten je nach der Ver- 
teilung der Pi; darin liegt der Grund fQr die Anpassungsfähigkeit 
des Poisson sehen Schemas an yerschiedene Verteilungen. 
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Tafel I. 

X 

Werte der FonktioB 9{x) = -^ Ce-^dt. 



X 


<D(;r) 


Diff. 


X 


<f>(;r) 


DiE 


X 


«>(*) 


DiE 


0,00 


0,0000 000 


112 833 


0,40 


0,4283 922 


95768 


0,80 


0,7421 010 


59023 


0,01 


0,0112833 


112 811 


0,41 


0,4379 690 


94986 


0,81 


0,7480 033 


58075 


0,02 


0,0225 644 


112 766 


0,42 


0,4474 676 


94 191 


0,82 


0,7538 108 


57130 


0,03 


0,0338 410 


112 699 


0,43 


0,4568 867 


93384 


0,83 


0,7595 238 


56 189 


0,04 


0,0451 109 


112 609 


0,44 


0,4662251 


92567 


0,84 


0,7651427 


55253 


0,05 


0,0563 718 


112 497 


0,45 


0,4754818 


91737 


0,85 


0,7706 680 


54322 


0,06 


0,0676215 


112 362 


0,46 


0,4846 555 


90897 


0,86 


0,7761 022 


53396 


0,07 


0,0788 577 


112 204 


0,47 


0,4937 452 


90046 


0,87 


0,7814398 


52475 


0,08 


0,0900781 


112 025 


0,48 


0,5027 498 


89185 


0,88 


0,7866 873 


51559 


0,09 


0,1012 806 


III 824 


0,49 


0,5116683 


88316 


0,89 


0,7918 432 


50650 


0,10 


0,1124630 


1 1 1 600 


0,50 


0,5204 999 


87438 


.0,90 


0,7969 082 


49746 


0,11 


0,1236230 


III354 


0,51 


0,5292 437 


86550 


0,91 


0,8018 828 


48849 


0,12 


0,1347584 


1 1 1 087 


0,52 


0,5378 987 


85654 


0,92 


0,8067 677 


47958 


0,13 


0,1458671 


HO 799 


0,53 


0,5464 641 


84751 


0,93 


0,8115635 


47075 


0,14 


0,1569470 


1 10 489 


0,54 


0,5549 392 


83841 


0,94 


0,8162710 


46 198 


0,15 


0,1679 959 


HO 158 


0,55 


0,5633 233 


82924 


0,95 


0,8208 908 


45328 


0,16 


0,1790117 


109 806 


0,56 


0,5716 157 


82001 


0,96 


0,8254 236 


44467 


0,17 


0,1899923 


109 434 


0,57 


0,5798 158 


81 071 


0,97 


0,8298 703 


43612 


0,18 


0,2009357 


109 041 


0,58 


0,5879 229 


80 136 


0,98 


0,8342315 


42766 


0,19 


0,2118398 


108 627 


0,59 


0,5959 365 


79196 


0,99 


0,8385081 


41927 


0,20 


0,2227 025 


108 193 


0,60 


0,6038 561 


78251 


1,00 


0,8427 008 


41097 


0,21 


0,2335 218 


107 740 


0,61 


0,6116812 


77302 


1,01 


0,8468 105 


40275 


0,22 


0,2442 958 


107 267 


0,62 


0,6194114 


76349 


1,02 


0,8508 380 


39462 


0,23 


0,2550 225 


106 775 


0,63 


0,6270 463 


75 394 


1,03 


0,8547 842 


38657 


0,24 


0,2657 000 


106 263 


0,64 


0,6345 857 


74 435 


1,04 


0,8586 499 


37861 


0,25 


0,2763 263 


105 734 


0,65 


0,6420 292 


73 473 


1,05 


0,8624 360 


37075 


0,26 


0,2868 997 


105 185 


0,66 


0,6493 765 


72510 


1,06 


0,8661 435 


36297 


0,27 


0,2974 182 


104 618 


0,67 


0,6566 275 


71545 


1,07 


0,8697 732 


35529 


0,28 


0,3078 800 


104 034 


0,68 


0,6637 820 


70579 


1,08 


0,8733 261 


34769 


0,29 


0,3182834 


103 433 


0,69 


0,6708 399 


69 611 


1,09 


0,8768 030 


34020 


0,30 


0,3286 267 


102 814 


0,70 


0,6778 010 


68644 


1,10 


0,8802 050 


33280 


0,31 


0,3389081 


102 178 


0,71 


0,6846 654 


67676 


i,ii 


0,8835 330 


32549 


0,32 


0,3491 259 


loi 526 


0,72 


0,6914330 


66708 


1,12 


0,8867 879 


31828 


0,33 


0,3592 785 


100 859 


0,73 


0,6981 038 


65742 


1,13 


0,8899 707 


31 116 


0,34 


0,3693 644 


100 175 


0,74 


0,7046 780 


64776 


1,14 


0,8930 823 


30415 


0,35 


0,3793 819 


99 477 


0,75 


0,7111 556 


63 811 


1,15 


0,8961 238 


29724 


0,36 


0,3893 296 


98763 


0,76 


0,7175 367 


62849 


1,16 


0,8990 962 


29042 


0,37 


0,3992 059 


98034 


0,77 


0,7238 216 


61888 


1,17 


0,9020 004 


28370 


0,38 


0,4090 093 


97292 


0,78 


0,7300 104 


60931 


1,18 


0,9048 374 


27709 


0,39 


0,4187385 


96537 


0,79 


0.7361 035 


59 975 


1,19 


0,9076 083 


27057 



Gsuber, WahnchelnlichkeitsreohiiTing. L 2. Aufl. 



, Google 



386 



Tafel I. 



X 


Q>{,x) 


Diff: 


X 


Q>{^x) 


Diff. 


X 


*(*) 


Diff. 


1,20 


0,9103 140 


26415 


1,70 


0,9837 904 


6166 


2,20 


0,9981 372 


872 


1,21 


0,9129 555 


25784 


1,71 


0,9844 070 


5958 


2,21 


0,9982 244 


835 


1,22 


0,9155 339 


25 162 


1,72 


0,9850 028 


5 757 


2,22 


0,9983 079 


799 


1,23 


0,9180501 


24551 


1,73 


0,9855 785 


5561 


2,23 


0,9983 878 


764 


1,24 


0,9205 052 


23949 


1,74 


0,9861 346 


5371 


2,24 


0,9984 642 


731 


1,25 


0,9229 001 


23358 


1,76 


0,9866717 


5 186 


2,25 


0,9985 373 


698 


1,26 


0,9252 359 


22777 


1,76 


0,9871 903 


5007 


2,26 


0,9986071 


668 


1,27 


0,9275 136 


22206 


^,n 


0,9876 910 


4832 


2,27 


0,9986 739 


638 


1,28 


0,9297 342 


21645 


1,78 


0,9881 742 


4664 


2,28 


0,9987 377 


609 


1,29 


0,9318 987 


21093 


1,79 


0,9886 406 


4 499 


2,29 


0,9987 986 


582 


1,30 


0,9340 080 


20552 


1,80 


0,9890 905 


4340 


2,30 


0,9988 568 


556 


1,31 


0,9360 632 


20020 


1,81 


0,9895 245 


4186 


2,31 


0,9989 r24 


531 


1,32 


0,9380 652 


19498 


1,82 


0,9899431 


4036 


2,32 


0,9989 655 


507 


1,33 


0,9400 150 


18987 


1,83 


0,9903 467 


3892 


2,33 


0,9990 162 


484 


1,34 


0,9419 137 


^8485 


1,84 


0,9907 359 


3751 


2,34 


0,9990 646 


461 


1,35 


0,9137622 


17992 


1,85 


0,9911 110 


3615 


2,35 


0,9991 107 


441 


1,36 


0,9455 614 


17 510 


1,86 


0,9914725 


3482 


2,36 


0,9991 548 


420 


1,37 


0,9473 124 


17036 


1,87 


0,9918207 


3 355 


2,37 


0,9991 968 


401 


1,38 


0,9490 160 


16573 


1,88 


0,9921 562 


3231 


2,38 


0,9992 369 


382 


1,39 


0,9506 733 


16 118 


1,89 


0,9924 793 


3111 


2,39 


0,9992751 


364 


1,40 


0,9522851 


15673 


1,90 


0,9927 904 


2995 


2,40 


0,9993 "5 


347 


1,41 


0,9538 524 


15238 


1,91 


0,9930 899 


2883 


2,41 


0,9993 462 


331 


1,42 


0,9553 762 


14 811 


1,92 


0,9933 782 


2775 


2,42 


0,9993 793 


315 


1,43 


0,9568 573 


14393 


1,93 


0,9936 557 


2664 


2,43 


0,9994 108 


300 


1,44 


0,9582 966 


13984 


1,94 


0,9939 226 


2568 


2,44 


0,9994 408 


286 


1,45 


0,9596 950 


13585 


1,95 


0,9941 794 


2469 


2,45 


0,9994 694 


272 


1,46 


0,9610 535 


13 194 


1,96 


0,9944 263 


2374 


2,46 


0,9994 966 


260 


1,47 


0,9623 729 


12 812 


1,97 


0,9946 637 


2283 


2,47 


0,9995 226 


246 


1,48 


0,9636 541 


12483 


1,98 


0,9948 920 


2194 


2,48 


0,9995 472 


235 


1,49 


0,9648 979 


12073 


1,99 


0,9951 114 


2 109 


2,49 


0,9995 707 


223 


1,50 


0,9661 052 


II 716 


2,00 


0,9953 223 


2025 


2,50 


0,9995 930 


213 


1,51 


0,9672 768 


II 367 


2,01 


0,9955 248 


1947 


2,51 


0,9996 143 


202 


1,52 


0,9684 135 


II 027 


2,02 


0,9957 195 


1868 


2,52 


0,9996 345 


192 


1,53 


0,9695 162 


10695 


2,03 


0,9959 063 


1795 


2,53 


0,9996 537 


183 


1,54 


0,9705 857 


10370 


2,04 


0,9960 858 


1733 


2,54 


0,9996 720 


173 


1,55 


0,9716 227 


10054 


2,05 


0,9962 581 


1654 


2,55 


0,9996 893 


165 


1,56 


0,9726281 


9 745 


2,06 


0,9964235 


1587 


2,56 


0,9997 058 


157 


1,57 


0,9736 026 


9 444 


2,07 


0,9965 822 


1522 


2,57 


0,9997215 


149 


1,58 


0,9745 470 


9150 


2,08 


0,9967 344 


I 461 


2,58 


0,9997 364 


141 


1,59 


0,9754 620 


8864 


2,09 


0,9968 805 


I 400 


2,59 


0,9997 505 


135 


1,60 


0,9763 484 


8585 


2,10 


0,9970 205 


1343 


2,60 


0,9997 640 


127 


1,61 


0,9772 069 


8312 


2,11 


0,9971 548 


1288 


2,61 


0,9997 767 


121 


1,62 


0,9780 381 


8048 


2,12 


0,9972 836 


1234 


2,62 


0,9997 888 


115 


1,63 


o,<)788 429 


7789 


2,13 


0,9974 070 


I 183 


2,63 


0,9998 003 


109 


1,64 


0,9796218 


7538 


2,14 


0,9975 253 


1133 


2,64 


0,9998112 


103 


1,65 


0,9803 756 


7293 


2,15 


0,9976 386 


1086 


2,65 


0,9998215 


98 


1,66 


0,9811 049 


7055 


2,16 


0,9977 472 


1039 


2,66 


0,9998313 


93 


1,67 


0,9818 104 


6824 


2,17 


0,9978511 


994 


2,67 


0,9998 406 


88 


1,68 


0,9824 928 


6598 


2,18 


0,9979 505 


954 


2,68 


0,9998 494 


84 


1,69 


0,9831 526 


6378 


2,19 


0,9980 459 


913 


2,69 
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9168 

9193 


9145 
9171 

9195 


9148 
9173 
9198 


9150 
9176 
9200 


9153 
9178 

9203 


24 
25 
26 


0.9205 
0.9229 
0.9252 


9207 
9231 
9255 


9210 
9234 
9257 


9212 
9236 
9259 


9215 
9238 
9262 


9217 
9241 
9264 


9219 
9243 
9266 


9222 

9245 
9268 


9224 
9248 
9271 


9227 
9250 
9273 


27 
28 

29 

1.30 

31 
32 

33 


0.9275 
0.9297 

0.9319 


9277 
9300 
9321 


9280 
9302 
9323 


9282 
9304 
9325 


9284 
9306 
9327 


9286 
9308 
9330 


9289 
9310 
9332 


9291 
9313 
9334 


9293 
9315 
9336 


9295 
9317 
9338 


0.9340 


9342 


9344 


9346 


9348 


9350 


9352 


9355 


9357 


9359 


0.9361 
0.9381 
0.9400 


9363 
9383 
9402 


9365 
9385 
9404 


9367 
9387 
9406 


9369 
9389 
9408 


9371 
9390 
9410 


9373 
9392 
9412 


9375 
9394 
9413 


9377 
9396 
9415 


9379 
9398 
9417 


34 
35 
36 


0.9419 
0.9438 
0.9456 


9421 

9439 
9457 


9423 
9441 
9459 


9425 
9443 
9461 


9427 
9445 
9463 


9428 
9447 
9464 


9430 
9448 
9466 


9432 
9450 
9468 


9434 
9452 
9470 


9436 
9454 
9471 


37 

38 

39 

1.40 

41 
42 
43 


0.9473 
0.9490 

0.9507 


9475 
9492 
9508 


9477 
9494 
9510 


9478 

9495 
9512 


9480 
9497 
9513 


9482 
9499 
9515 


9483 
9500 
9516 


9485 
9502 
9518 


9487 
9503 
9520 


9488 
9505 
9521 


0.9523 


9524 


9526 


9528 


9529 


9531 


9532 


9534 


9535 


9537 


0.9539 
0.9554 
0.9569 


9540 
9555 
9570 


9542 
9557 
9571 


9543 
9558 
9573 


9545 
9560 

9574 


9546 
9561 
9576 


9548 
9563 
9577 


9549 
9564 
9579 


9551 
9566 
9580 


9552 
9567 
9582 


44 
45 
46 


0.9583 
0.9597 
0.96 II 


9584 
9598 
9612 


9586 
9600 
9613 


9587 
9601 

9615 


9589 
9602 
9616 


9590 
9604 
9617 


9591 
9605 
9618 


9593 
9607 
9620 


9594 
9608 
9621 


9596 
9609 
9622 


47 
48 

49 

1.50 


0.9624 
0.9637 
0.9649 


9625 
9638 
9650 


9626 
9639 
9651 


9628 
9640 
9653 


9629 
9642 
9654 


9630 
9643 
9655 


9631 

9644 
9656 


9633 
9645 
9657 


9634 
9647 
9659 


9635 
9648 
9660 


0.9661 


9662 


9663 


9665 


9666 


9667 


9668 


9669 


9670 


9672 


X 





1 


2 


8 


.4 


5 


6 


7 


1 8 


9 
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X 





1 


2 


8 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1.5 

1.6 

1.7 

1.8 

1.9 ; 

a.o 

^.i 

2.2 

2.3 

2.4 
2.5 
2.6 

2.7 

2.8 


0.9661 

0.9763 
0.9838 
0.9891 
0.9928 


9673 
9772 

9844 
9895 
9931 


9684 
9780 

9850 
9899 
9934 


9695 
9788 

9856 
9903 
9937 


9706 
9796 
9861 
9907 
9939 


9716 
9804 

9867 
9911 
9942 


9726 
9811 
9872 
9915 
9944 


9736 
9818 

9877 
9918 

9947 


9745 
9825 
9882 
9922 
9949 


9755 
9832 
9886 
9925 
9951 


0.9953 


9955 


9957 


9959 


9961 


9963 


9964 


9966 


9967 


9969 


0.9970 
0.9981 
0.9989 

0.9993 
0.9996 

0.9998 

0.9999 
0.9999 


9972 
9982 
9989 

9993 
9996 
9998 

9999 
9999 


9973 
9983 
9990 

9994 
9996 
9998 

9999 
9999 


9974 
995^4 
9990 

9994 
9997 
9998 

9999 
9999 


9975 
9985 
9991 

9994 
9997 
9998' 

9999 
9999 


9976 
9985 
9991 

9995 
9997 
9998 

9999 
9999 


9977 
9986 

9992 

9995 
9997 
9998 

9999 
9999 


9979 
9987 
9992 

9995 
9997 
9998 

9999 
0000 


9980 
9987 
9992 

9995 
9997 
9998 

9999 

0000 


9980 
9988 
9993 
9996 
9998 
9999 

9999 
0000 
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Tafel DL Tafel der Ableitnngeii Ton ^(x). 



X 



^(^)i 



^ (x)2 : 2 



^(x)^:4: 



0.00 

.01 
.02 

.03 

.04 
.05 
.06 

.07 
.08 
.09 
O.IO 
.II 

.12 

.13 

.14 
.15 
.16 

.17 

.18 

.19 
0.20 
.21 
.22 
.23 
.24 

.25 

.26 

.27 

.28 
.29 

0.30 

.31 
.32 
.33 

.34 
.35 
.36 

.37 

.38 

.39 

0.40 

.41 
.42 
.43 

.44 
.45 
.46 

.47 

.48 

.49 

0.50 



+ I.I284 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



283 

279 
274 
266 

256 
243 

229 

212 
193 



172 



148 
122 
095 

065 

033 
.0999 

.0962 
.0924 
.0884 



0841 



.0797 
.0751 
.0702 

.0652 
.0600 
.0546 

.0490 
.0433 

^374_ 
.0313 



.0250 
.0186 
.0120 



.0052 

0.9983 
0.9912 

-|- 0.9840 
0.9767 
0.9692 



+ 0.961 5 
+ 0.9538 
0.9459 
0.9379 
-f. 0.9298 
0.9215 
0.9132 

+ 0.9047 
0.8962 

0.8875 

+ 0.8788 



I 
4 
5 
8 
10 
13 

14 
17 
19 
21 

24 
26 

27 
30 
32 
34 

37 
38 
40 

43 

44 
46 
49 

50 
52 
54 
56 
57 
59 
61 

63 
64 
66 

68 
69 
71 
72 
73 
75 
77 
77 
79 
80 

81 
83 
83 

85 
85 
87 
87 



0.0000 



O.Ol 13 
0.0226 
0.0338 

0.045 1 
0.0563 
0.0675 

0.0786 
0.0897 
0.1007 



— 0.1117 



0.1226 

0.1335 
0.1442 

0.1549 
0.1655 
0.1760 

0.1864 
0.1966 
0.2068 



— 0.2168 



0.2267 
0.2365 
0.2462 

0.2557 
0.2650 
0.2742 

0.2832 
0.2921 
0.3008 



— 0.3094 



0.3177 
0.3259 
0.3339 
0.3418 

0.3494 
0.3568 

0.3641 
0.371 1 
0.3780 



— 0.3846 



0.391 1 
0.3973 
0.4033 
0.4091 
0.4147 
0.4201 

0.4252 
0.4302 
0.4349 



— 0.4394 



"3 
"3 
112 

"3 
112 
112 

III 
III 

HO 
HO 
109 
109 
107 

107 
106 
105 

104 
102 
102 
100 

99 

98 

97 

95 
93 
92 

. 90 
89 
87 
86 

83 
82 
80 

79 
76 

74 

73 
70 

69 
66 

65 
62 
60 

58 
56 
54 

51 

50 
47 
45 



0.5642 



0.5640 

0.5635 
0.5627 

0.5615 
0.5600 
0.5581 

0.5559 
0.5534 
0.5506 



0.5474 



0.5439 
0.5401 
0.5360 

0.5316 
0.5268 
0.5218 

0.5164 
0.5108 
0.5049 



— 0.4987 



0.4922 
0.4855 
0.4785 

0.4713 
0.4638 
0.4560 

' 0.4480 
0.4399 
0.4314 



— 0.4228 



• 0.4140 
0.4050 
0.3958 
0.3864 

0.3769 
0.3671 

0.3573 
0.3473 
0.3372 



— 0.3269 



0.3166 
0.3061 
0.2955 
0.2849 
0.2742 
0.2634 

0.2525 
0.2416 
0.2307 



— 0.2197 



2 

5 
8 

12 
15 
19 
22 

25 
28 

32 

35 
38 
41 

44 
48 
50 

54 
56 
59 
62 

65 
67 
70 

72 

75 
78 

80 
81 
85 
86 
88 
90 
92 

94 
95 
98 

98 
100 

lOI 

103 

103 
105 
106 

106 
107 
108 

109 
IC9 
109 

HO 
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X 

0.00 

.01 
.02 

.03 
.04 
.05 
.06 

.07 
,08 
.09 

O.IO 

.II 

.12 

.13 
.14 
.15 
.16 

.17 
.18 

.19 

0.20 

.21 

.22 
.23 

.24 
.25 
.26 

.27 
.28 
.29 

0.30 

.31 
.32 
.33 

.34 
.35 
.36 

.37 

.38 

.39 

040 

.41 
.42 
.43 

.44 
.45 
.46 

.47 

.48 

.49 

0.50 



^ix)^iS 



+ 0.0169 
0.0338 
0.0507 

+ 0.0675 
0.0843 
0.1009 

+ 0.1175 
0.1340 
0.1503 



+ 0.1665 



+ 0.1825 
0.1983 
0.2139 

+ 0.2293 
0.2445 
0.2595 

+ 0.2742 
0.2886 
0.3027 



-|- 0.3166 



+ 0.3301 
0.3433 
0.3562 

+ 0.3688 
0.3809 
0.3928 

-|- 0.4042 

0.4153 
0.4260 



+ 0.4362 



-f- 0.4461 

0.4555 
0.4646 

+ 0.4731 
0.4813 
0.4890 

+ 0.4963 
0.5031 
0.5095 



+ 0.5154 



-f 0.5208 
0.5258 
0.5304 

+ 0.5344 
0.5381 
0.5412 

+ 0.5439 
0.5461 

0.5479 

+ 0.5492 



169 
169 
169 

168 
168 
166 

166 
165 
163 
162 
160 
158 
156 

154 
152 
150 

147 
144 
141 

139 

135 
132 
129 

126 
121 
119 

114 
III 
107 
102 

99 
94 
91 

85 
82 

77 

73 
68 

64 

59 

54 
50 
46 

40 
37 
31 
27 
22 
18 

13 



+ 0. 8463 
+ 0.8459 

0.8446 
0.8425 

+ 0.8395 
0.8357 
0.83 II 

+ 0.8257 

0.8194 
0.8123 



+ 0.8045 



+ 0.7958 

0.7864 
0.7762 

+ 0.7652 
0.7535 
0.74II 

-(- 0.7280 

0.7143 

0.6998 



+ 0.6847 



+ 0.6690 
0.6527 
0.6358 

4- 0.6184 
0.6004 
0.5819 

+ 0.5629 
0.5435 
0. 5236 

+ 0.5034 



-f- 0.4827 
0.4617 
0.4404 

+ 0.4187 
0.3968 
0.3747 

+ 0.3523 
0.3298 
0.3071 



-l- 0.2842 



+ 0.2613 
0.2383 
0.2152 

+ 0.1922 
O.I69I 
O.I46I 

+ O.I23I 
0.1003 

0.0775 
+ 0.0549 



4 
13 
21 

30 
38 
46 

54 
63 
71 
78 

87 

94 

102 

HO 

117 
124 

131 
137 
145 
151 
157 
163 
169 

174 
180 

-85 
190 
194 
199 
202 
207 
210 
213 

217 
219 
221 

224 
225 
227 

229 
229 
230 
231 
230 

231 
230 

230 
228 
228 
226 



^(x)e:82 



0.0000 



0.0423 
0.0845 
0.1267 

0.1686 
0.2103 
0.2518 

0.2928 
0.3335 
0.3737 



— 0.4134 



• 0.4525 
0.4909 
0.5287 

0.5658 
0.6021 
0.6375 
0.6721 
0.7057 
0.7384 



— 0.7701 



0.8007 
0.8302 
0.8587 

• 0.8859 
0.9120 
0.9368 

0.9604 
0.9827 
1.0038 



— 1.0235 



1.0418 
1.0588 
1.0744 
1.0887 
1.1015 
1.1129 

1.1229 
1.1315 
1.1387 



1.1445 



— 1.1488 
1.1518 
1.1533 

— 1.1534 
1.1522 
1.1496 

— 1.1457 
1.1404 

1.1338 

— 1.1259 



423 
422 
422 

419 
417 
415 
410 
407 
402 

397 
391 
384 
378 

371 
363 
354 

346 
336 
327 
317 
306 

295 
285 

272 
261 
248 

236 
223 
211 
197 

183 
170 

156 

143 
128 
114 

100 
86 
72 

58 

43 
30 
15 
I 
12 
26 

39 
53 
66 

79 
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Tafel HL 



X 



^{x\ 



^(x)2:2 



*(aj),:4 



0.50 

.51 

.52 
.53 
.54 
.55 
.56 

.57 
.58 
.59 
0.60 
.61 
.62 
.63 

M 
.65 
.66 

.67 
.68 

.69 

0.70 

.71 
.72 
.73 

.74 
.75 
.76 

.77 
.78 
.79 
0.80 
.81 
.82 
.83 

.84 
.85 
.86 

.87 
.88 

.89 

0.90 

.91 
.92 
.93 

.94 
.95 
.96 

.97 

.98 

.99 

I.OO 



+ 0.8788 

+ 0^8700 

0.8610 

0.8520 

+ 0.8430 
0.8338 
0.8246 

+ 0.8154 
0.8060 
0.7967 



-f- 0.7872 



+ 0.7778 
0.7683 

0.7587 

+ 0.7491 
0.7395 
0.7299 

+ 0.7203 
0.7106 
0.7010 



+ 0.6913 



+ 0.6816 
0.6719 
0.6622 

4- 0.6526 
0.6429 
0.6333 

+ 0.6237 
O.6141 
0.6045 



+ 0.5950 



+ 0.5855 
0.5760 
0.5666 

+ 0.5572 
0.5479 
0.5386 

+ 0.5293 
0.5202 
O.5110 



+ 0.5020 



+ 0.4930 
0.4840 
0.4752 

-(- 0.4664 
0.4576 
0.4490 

+ 0.4404 
0.4319 
04235 

+ O.4151 



88 
90 
90 

90 
92 
92 

92 

94 
93 
95 
94 
95 
96 

'96 
96 
96 

96 

97 
96 

97 
97 
97 
97 

96 

97 
96 

96 

96 
96 

95 
95 
95 
94 

94 
93 
93 

93 
91 

92 

90 
90 
90 
88 

88 
88 
86 

86 
85 
84 



— 0.4394 



0.4437 
0.4477 
0.4516 

• 0.4552 
0.4586 
0.4618 

0.4648 
0.4675 
0.4700 



— 0.4723 

— 0.4744 
0.4763 
0.4780 

— 0.4795 
0.4807 
0.4817 

— 0.4826 
0.4832 
0.4837 



— 0.4839 



0.4839 
0.4838 
0.4834 

0.4829 
0.4822 
0.4813 

0.4802 
0.4790 
0.4776 



— 0.4760 



0.4742 
0.4723 
0.4703 
0.4681 

0.4657 
0.4632 

0,4605 

0.4577 
0.4548 



— 0.4 518 

— 0.4486 

0.4453 
0.4419 

— 0.4384 

0.4347 
0.4310 

— 0.4272 
0.4232 
0.4192 

— 0.4151 



43 
40 
39 
36 
34 
32 

30 
27 
25 
23 
21 
19 
17 

IS 
12 
10 

9 
6 

5 

2 

o 

I 

4 

5 
7 
9 
II 
12 
14 
16 
18 

19 
20 

22 
24 
25 

27 
28 

29 
30 
32 
33 
34 

35 
37 
37 

38 
40 
40 
41 



0.2197 



— 0.2087 
0.1977 
0.1867 

— 0.1757 
0.1647 
0.1537 

— 0.1428 
0.1319 
0.1210 



— 0.0995 
0.0888 
0.0782 

— 0.0677 

0.0573 
0.0470 

— 0.0368 
0.0267 
0.0x68 



— 0.0069 



-f- 0.0028 
0.0124 
0.0218 

+ 0.03 II 
0.0402 
0.0491 

+ 0.0579 
0.0666 
0.0750 



+ 0.0833 



4- 0.0914 

0.0993 
0.1070 

-|- 0.1146 
0.1219 
0.1290 

+ 0.1360 
0.1427 
0.1493 



+ 0.1617 
0.1677 
0.1734 

+ 0.1789 
0.1842 
0.1893 

+ 0.1942 
0.1988 
0.2033 

-j- 0.2076 



HO 
HO 
HO 

HO 
HO 
HO 

109 
109 
109 
108 
107 
107 
106 

105 
104 
103 
102 
lOI 

99 

99 

97 
96 

94 

93 
91 
89 
88 
87 
84 

83 
81 
79 
77 
76 
73 
71 
70 
67 
66 

63 
61 
60 

57 

55 
53 
51 

49 
46 

45 

43 
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995 



0.50 

.51 
.52 
•53 

.54 
.55 
.56 

•57 
.58 
.59 
0.60 
.61 
.62 
.63 

.64 
.65 
.66 

.67 
.68 

.69 

0.70 

.71 

•72 
.73 

.74 
.75 
.76 

.77 
.78 
.79 
0.80 
.81 
.82 
.83 

.84 
.85 
.86 

.87 

.88 

.89 

0.90 

.91 
.92 
.93 

.94 
.95 
.96 

.97 

.98 

.99 

I.OO 



+ 0-5492 

+ 05501 

0.5505 

0.5505 

+ 0.5501 
0.5492 
0.5479 

+ 0.5461 
0.5440 
0.5414 



+ 0.5385 



+ 0.5351 
0.5314 
0.5273 

+ 0.5228 
0.5180 
0.5138 

+ 0.5072 
0.5014 
0.4952 



+ 0.4887 



-(- 0.4819 
0.4749 
0.4675 

+ 0.4599 
0.4521 
0.4440 

+ 0.4356 
0.4271 
0.4183 



+ 0.4094 



-(- 0.4002 
0.3909 
0.3814 

+ 0.3718 
0.3621 
0.3522 

+ 0.3422 
0.3321 
0.3220 



+ 0.3117 



+ 0.3014 
0.2911 
0.2806 

-f- 0.2702 
0.2598 
0.2493 

-|- 0.2388 
0.2284 
0.2180 

-(- 0.2076 



9 

4 



4 
9 
13 
18 
21 
26 
29 

34 
37 
41 

45 
48 
52 

56 
58 
62 

65 
68 
70 
74 
76 
78 
81 

84 
85 
88 

89 
92 
93 
95 
96 
97 
99 
100 

lOI 

xoi 
103 
103 
103 
105 
104 
104 
105 

105 
104 
104 
104 



^(x).:16 



+ 0.0549 
+ 0.0325 
-f- 0.0103 

— 0.0118 

— 0.0335 
00550 
0.0762 

— 0.0971 
0.1177 
0.1379 



— 0.1578 

— 0.1772 
0.1962 
0.2148 

— 0.2330 
0.2507 
0.2679 

— 0.2846 
0.3009 
0.3166 



0.3317 



0.3464 
0.3605 
0.3740 
0.3869 

0.3993 
0.4111 

0.4223 
0.4330 

0.4430 



— 0.4524 



0.4613 

0.4695 
0.4771 

- 0.4842 
0.4906 
0.4965 
0.5017 
0.5064 
0.5105 



— 0.5140 



— 0.5169 

0.5193 
0.5211 

— 0.5223 
0.5231 
0.5232 

— 0.5229 
0.5221 
0.5207 

— 0.5189 



224 
222 
221 

217 

215 

212 

209 
206 

202 
199 

194 
190 
186 

X82 
177 
172 

167 
163 
157 

151 

147 

141 

135 
129 
124 
118 

112 
107 
100 

94 

89 
82 

76 

71 
64 
59 
52 
47 
41 

35 
29 

24 
18 

12 
8 
I 

3 

8 

14 

18 



^ (ac)g : 82 



1.1259 
1.1168 
1.1064 
1.0948 

1.0820 
1.0681 
1.0530 

1.0369 
1.0197 
1.0015 



— 0.9823 



0.9621 
0.941 1 
0.9192 

0.8965 
0.8730 
0.8487 

0.8238 
0.7982 
0.7720 



— 0.7452 



• 0.7180 
0.6902 
0.6621 

0.6335 
0.6046 
0.5755 
. 0.5460 
0.5164 
0.4866 



— 0.4568 



— 0.4268 
0.3968 
0.3669 

^ 0.3369 
0.3071 
0.2774 

— 0.2479 
0.2187 
0.1896 



— 0.1609 



— 0.1324 
0.1044 
0.0767 

— 0.0494 

— 0.0226 
+ 0.0037 

-f 0.0296 

0.0549 
0.0796 

+ 0.1038 



91 
104 
116 

128 
139 
151 
161 
172 
182 

192 
202 

210 
219 

227 
235 
243 

249 
256 
262 
268 
272 
278 
281 

286 
289 
291 

295 
296 
298 
298 
300 
300 
299 
300 
298 
297 

295 
292 
291 
287 
285 
280 
277 

273 
268 
263 

259 
253 
247 
242 
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Tafel m. 



X 



*(x)i 



* («5)2:2 



*(a5)8«* 



1.00 


+ 0.415 1 


.01 
.02 
.03 


-f 0.406S 

0.3987 
0.3906 


.04 
.05 
.06 


-f- 0.3826 

0.3747 
0.3668 


.07 
.08 
.09 


+ 0.3591 
0.3515 
0.3439 


I.IO 


+ 0.3365 


.11 

.12 
.13 


+ 0.3291 
0.3219 
0.3147 


.14 
.15 
.16 


+ 0.3076 
0.3007 
0.2938 


.17 
.18 

.19 


-f 0.2870 
0.2804 
0.2738 


1.20 


+ 0.2673 


.21 
.22 
.23 


-f 0.2610 
0.2547 
0.2485 


.24 
.25 
.26 


+ 0.2425 
0.2365 
0.2307 


.27 
.28 
.29 


+ 0.2249 
0.2192 
0.2137 


1.30 


-f 0.2082 


.31 
.32 
.33 


-(- 0.2028 
0.1976 
0.1924 


.34 
•35 
.36 


+ 0-1873 
0.1824 
0.1775 


.37 
.38 
.39 


+ 0.1727 
0.1680 
0.1634 


1.40 


+ 0.1589 


.41 

.42 
.43 


+ 0.1545 
0.1502 
0.1460 


.44 

.45 
.46 


+ 0.1419 
0.1378 

0.1339 


.47 
.48 
.49 


-f 0.1300 
0.1262 
0.1225 


1.50 


+ 0.1189 



83 

81 
81 

80 

79 
79 

77 
76 
76 
74 

74 
72 
72 

71 
69 
69 

68 
66 
66 

65 
63 
63 
62 

60 
60 
58 
58 
57 
55 
55 
54 
52 
52 

51 

49 
49 

48 

47 
46 

45 
44 
43 
42 

41 
41 
39 

39 
38 
37 
36 



— 0.41 51 



0.4109 
0.4066 
0.4023 

0.3979 
0.3934 
0.3889 

0.3843 
0.3796 
0.3749 



— 0.3701 



0.3653 
0.3605 
0.3556 

0.3507 
0.3458 
0.3408 

0.3358 
0.3308 
0.3258 



0.3208 

"0:3158" 
0.3107 
0.3057 
0.3007 

0.2957 
0.2906 

• 0.2856 
0.2806 
0.2756 



— 0.2707 



0.2657 
0.2608 
0.2559 
0.2510 
0.2462 
0.2414 

0.2366 
0.2319 
0.2272 



— 0.2225 



— 0.2179 

0.2133 
0.2088 

— 0.2043 
0.1999 
0.1955 

— 0.1911 
0.1868 
0.1826 

— 0.1784 



42 
43 
43 

44 
45 
45 
46 
47 
47 
48 
48 
48 
49 

49 
49 
50 

SO 
50 
50 
50 
50 
51 
50 

50 
50 
51 

50 
50 
50 

49 
50 
49 

49 

49 
48 
48 

48 
47 
47 
47 
46 
46 
45 

45 
44 
44 

44 
43 
42 

42 



-(- 0.2076 



+ 0.21 16 
0.2154 
0.2191 

-f- 0.2225 
0.2257 
0.2288 

+ 0.2316 
0.2342 
0.2367 



-| - 0.2389 

-(- 0.2410 

0.2428 

0.2445 

-f- 0.2460 

0.2473 
0.2484 

+ 0.2494 

• 0.2502 

0.2508 



+ 0.2513 



+ 0.2516 
0.2518 
0.2518 

+ 0.2516 
0.2513 
0.2509 

+ 0.2503 
0.2496 
0.2487 



-j- 0.2478 



+ 0.2467 

0.2455 
0.2442 

-(- 0.2427 
0.2412 
0.2395 

+ 0.2378 
0.2360 
0.2341 



+ 0.2321 



-j- 0.2300 
0.2278 
0.2256 

+ 0.2233 
0.2209 
0.2184 

+ 0.2159 
0.2134 
0.2108 

+ 0.2081 



40 
38 
37 

34 
32 
3^ 
28 
26 
25 
22 
21 
18 
17 

15 
13 
II 

10 
8 
6 

5 

3 

2 
o 

2 
3 
4 
6 
7 
9 

9 
II 
12 
13 

15 
15 
17 

17 
18 

19 
20 
21 
22 
22 

23 
24 
25 

25 
25 
26 

27 
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I.OO 

.01 
.02 

.03 

.04 

.05 
.06 

.07 
.08 
.09 
I.IO 
.II 

.12 

.13 

.14 
.15 
.16 

.17 
.18 

.19 

I.20 

.21 

.22 

.23 

.24 

.25 
.26 

.27 

.28 

.29 

1.30 

.32 
.33 

.34 
.35 
.36 

.37 

.38 

.39 

1.40 

.41 
.42 
.43 

.44 
.45 
.46 

.47 

.48 

.49 

1.50 



^ (x)^ : 8 



-f- 0.2076 

+ 0.1972 
0.1869 
0.1766 

+ 0.1665 
0.1564 
0.1464 

+ 0.1364 
0.1266 
0.1169 



+ 0.1073 



+ 0.0979 
0.0885 
0.0793 

+ 0.0703 
0.0614 
0.0526 

+ 0.0440 
0.0356 
0.0273 



+ 0.0192 



+ O.Ol 13 
-j- 0.0036 

— 0.0039 

— O.Ol 13 
0.0185 
0.0255 

— 0.0322 
0.0388 
0.0452 



— 0.0514 



— 0.0574 
0.0632 
0.0688 

— 0.0742 

0.0794 

0.0844 

— 0.0892 
0.0938 
0.0982 



0.1024 



— 0.1064 

0.II02 
O.II38 

— O.II72 
0.1204 
0.1235 

— 0.1263 
0.1290 
O.I315 

— 0.1338 



104 
103 
103 

lOI 
lOI 
100 

100 

98 

97 
96 

94 
94 
92 

90 
89 
88 

86 
84 
83 
81 

79 
77 
75 

74 
72 

70 

67 
66 

64 
62 
60 
58 
56 

54 
52 
50 

48 
46 
44 
42 
40 
38 
36 

34 
32 
31 
28 
27 
25 
23 



— 0.5189 

— 0.5166 
0.5138 
0.5106 

— 0.5069 
0.5028 
0.4983 

— 0.4934 
0.4881 
0.4824 



— 0.4764 



0.4701 
0.4634 
0.4564 
0.4491 
0.4415 
0.4337 
• 0.4256 

0.4173 
0.4088 



0.4001 



O.3911 
0.3820 
0.3728 

0.3634 
0.3539 
0.3442 

0.3345 
0.3247 
0.3148 



— 0.3048 



• 0.2948 
0.2848 
0.2747 

- 0.2646 
0.2546 
0.2445 

0.2345 
0.2246 
0.2146 



— 0.2048 



— 0.1950 
0.1853 
0.1757 

— O.1661 
0.1567 
0.1474 

— 0.1382 
0.1292 
0.1203 

— O.II15 



23 

28 

32 

37 
41 
45 

49 
53 
57 
60 

63 
67 
70 

73 
76 
78 
81 
83 
85 
87 
90 
91 
92 

94 
95 
97 

97 

98 

99 

100 

100 

100 

lOI 
lOI 

100 

lOI 
100 

99 
100 

98 
98 
97 
96 

96 
94 
93 
92 
90 
89 
88 



+ 0.1038 



+ 0.1273 

0.1503 
0.1726 

+ 0.1942 
0.2152 

0.2355 

+ 0.255p 

0.2739 

0.2920 



+ 0.3094 



-f 0.3260 
0.3419 
0.3570 

+ 0.3714 
0.3850 

0.3979 

+ 0.4099 
0.4212 
0.4318 



-(- 0.4416 



+ 0.4506 
0.4589 
0.4664 

+ 0.4732 
0.4793 
0.4846 

+ 0.4893 
0.4932 
0.4965 



+ 0.4991 



-j- 0.5010 
0.5023 
0.5030 

+ 0.5030 
0.5025 
0.5014 

+ 0.4997 
0.4974 
0.4947 



+ 0.4914 



+ 0.4876 
0.4834 
0.4787 

+ 0.4736 
0.4681 
0.4621 

+ 0.4558 
0.4492 
0.4422 

+ 0.4348 



235 
230 
223 

216 

210 
203 

195 
189 
181 

174 
166 
159 
151 
144 
136 
129 

120 

113 

106 

98 
90 
83 
75 
68 
61 
53 

47 
39 
33 
26 

19 

13 

7 

o 

5 
II 

17 
23 
27 
33 
38 
42 
47 

51 
55 
60 

63 
66 

70 
74 
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Tftfel m. 



X 



^(^)i 



^(ag)a:2 | ^(x)^i4: 



1.50 

.51 
.52 
.53 

.54 

.55 
.56 

.57 
.58 
.59 
1.60 
.61 
.62 
.63 

.64 
.65 
.66 

.67 
.68 

.69 

1.70 

.71 

.72 

.73 

.74 
.75 
.76 

.77 
.78 
.79 
1.80 
.81 
.82 
.83 

.84 
.85 
.86 

.87 
.88 

.89 

1.90 

.91 
.92 

.93 

.94 
.95 
.96 

.97 

.98 

.99 

2.00 



-|- 0.1189 



+ 0.1 154 
0.1120 
0.1086 

+ 0.1053 
0.1021 
0.0990 

+ 0.0959 
0.0930 
0.0901 



+ 0.0872 



+ 0.0845 
0.0818 
0.0792 

-f- 0.0766 
0.0741 
0.0717 

-f- 0.0694 
0.0671 
0.0649 



-f- 0.0627 



-j- 0.0606 
0.0586 
0.0566 

+ 0.0546 
0.0528 
0.0510 

-(- 0.0492 
0.0475 
0.0458 



-|- 0.0442 



+ 0.0426 
0.04 II 
0.0396 

-(- 0.0382 
0.0368 
0.0355 

+ 0.0342 
0.0329 
0.0317 



+ 0.0305 



+ 0.0294 
0.0283 
0.0272 

-f- 0.0262 
0.0252 
0.0242 

+ 0.0233 
0.0224 
0.0215 

-j- 0.0207 



35 
34 
34 

33 
32 
31 

31 
29 
29 
29 

27 
27 
26 

26 
25 

24 

23 
23 
22 

22 
21 
20 
20 

20 
18 
18 

18 
17 
17 
16 
16 
15 
15 

14 
14 
13 

13 
13 
12 

12 
II 
II 
II 

10 
10 
10 

9 
9 
9 
8 



— 0.1784 



0.1743 
0.1702 
0.1662 

0.1622 
0.1583 
0.1544 
0.1506 
0.1469 
0.1432 



— 0.1396 



0.1360 

0.1325 
0.1291 

0.1257 
0.1223 
0.1191 

0.1159 
0.1127 
0.1096 



— 0.1066 



0.1036 
0.1007 
0.0979 

0.0951 

0.0924 
0.0897 

0.0871 
0.0845 
0.0820 



— 0.0795 



0.0772 
0.0748 
0.0725 

0.0703 
0.0681 
0.0660 

0.0639 
0.0619 
0.0599 



— 0.0580 



— 0.0561 

0.0543 
0.0525 

— 0.0508 
0.0491 
0.0475 

— 0.0459 

0.0443 
0.0428 

— 0.0413 



41 
41 
40 

40 
39 
39 

38 
37 
37 
36 
36 
35 
34 

34 
34 
32 

32 
32 
31 
30 
30 
29 
28 

28 
27 
27 
26 
26 
25 
25 

23 
24 

23 
22 
22 
21 

21 
20 
20 

19 

19 
18 
18 

17 
17 
16 

16 
16 
15 
15 



+ 0.2081 



-f 0.2054 
0.2027 



o. 

o 
o. 

+ 0. 

o. 

0. 



+ 0. 



+ 0. 

o. 
o. 

o. 
o. 

o. 
o. 



+ 0- 



+ 0- 

o. 
o. 

+ 0. 

o. 

o. 

+ 0. 
o. 
o. 



+ 0. 



+ 0- 

o. 
o. 

+ 0. 

o. 
o. 

+ 0. 



999 

971 

943 
914 

885 
856 
826 



797 



767 
738 
708 

678 
648 
618 

588 
558 
528 



499 



469 
440 
410 

381 
352 
324 

295 
267 

239 



183 
156 
129 

102 
076 
050 

024 
0.0999 
0.0974 



+ 0.0949 



-f- 0.0925 
0.0901 
0.0878 

+ 0.0854 
0.0832 
0.0809 

-f- 0.0787 
0.0765 
0.0744 

+ 0.0723 



27 
27 
28 

28 
28 
29 

29 
29 
30 

29 

30 
29 
30 

30 
30 
30 

30 
30 
30 
29 

30 
29 
30 
29 

29 
28 

29 
28 
28 
28 
28 
27 
27 

27 
26 
26 

26 
25 
25 
25 
24 
24 
23 

24 
22 

23 
22 
22 
21 
21 
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X 



1^(05)4: S 



1.50 

.51 
.52 
.53 

.54 
.55 
.56 

.57 
.58 
.59 
1.60 
.61 
.62 
.63 

.64 
.65 
.66 

.67 

.68 

.69 

1.70 

.71 

.72 

.73 

.74 

.75 
.76 

.77 

.78 

.79 

1.80 

.81 
.82 
.83 
.84 

.85 
.86 

.87 
.88 

.89 

1.90 

.91 
.92 

.93 

.94 
.95 
.96 

.97 

.98 

.99 

2.00 



— 0.1338 



0.1359 
0.1379 
0.1397 
0.1414 
0.1428 
0.1442 

0.1453 
0.1463 
0.1472 



— 0.1479 



0.1485 
0.1490 
0.1493 

0.1495 
0.1496 

0.1495 

0.1493 
0.1491 
0.1487 



— 0.1482 



0.1476 
0.1469 
0.1461 

0.1453 
0.1443 
0.1433 
0.1422 
0.1410 
0.1397 



0.1384 



0.1370 
0.1356 
0.1341 

0.1325 
0.1310 
0.1293 

0.1276 
0.T259 
0.1242 



— 0.1224 



— 0.1206 
0.1187 
0.1168 

— 0.1150 
0.1131 

O.IIII 

^ 0.1092 
0.1073 
0.1053 

— 0.1033 



21 
20 
18 

17 
14 
14 

II 

10 

9 

7 
6 
5 
3 

2 
I 
I 

2 
2 
4 
5 
6 

7 
8 

8 

10 
10 

II 

12 

13 

13 

14 
14 

15 
16 
15 
17 

17 
17 
17 
18 
18 
19 
19 
18 

19 
20 

19 
19 
20 

20 



^(«)6-lö 



— 0.III5 



-^ 0.1029 
0.0944 
0.0861 

— 0.0780 
0.0700 
0.0622 

— 0.0546 
0.0471 
0.0399 



— 0.0328 



— 0.0260 
0.0193 
0.0128 

— 0.0065 

— 0.0004 
+ 0.0055 

-(- 0.0II2 
0.0167 
0.0220 



-|- 0.0271 



-f- 0.0320 
0.0367 
0.0412 

+ 0.0456 
0.0497 
0.0536 

+ 0.0574 
0.0609 
0.0643 



+ 0.0675 



+ 0.0705 
0.0734 
0.0760 

+ 0.0785 
0.0809 
0.0830 

-f- 0.0850 
0.0869 
0.0886 



-j- 0.0901 



+ 0.0915 
0.0928 
0.0939 

+ 0.0949 

0.0957 
0.0964 

-|- 0.0971 

0.0975 
0.0979 

-\- 0.0982 



86 
85 
83 
81 
80 
78 
76 
75 
72 

71 
68 
67 
65 

63 
61 

59 

57 
55 
53 
51 
49 
47 
45 

44 
41 
39 
38 
35 
34 

32 
30 
29 
26 

25 
24 
21 

20 
19 
17 
15 
14 
13 
II 

10 
8 
7 

7 
4 
4 
3 



<^(x)e:82 



+ 0.4348 



+ 0.4272 

0.4193 
0.41 12 

-f 0.4028 
0.3942 
0.3853 

+ 0.3763 
0.3672 

0.3579 



+ 0'34»4 



+ 0.3389 
0.3292 

0.3195 

+ 0.3096 

0.2998 

0.2899 

+ 0.2800 
0.2701 
0.2602 



+ 0.2503 



+ 0.2405 
0.2307 
0.2209 

+ 0.2113 

0.20t7 

0.1922 
-f 0.1828 

0.1735 
0.1643 



+ 0.1553 



-j- 0.1464 

0.1377 

O.I29I 

-f 0.1206 
O.II23 
0.1042 

+ 0.0963 
0.0885 
0.0809 



+ 0.0735 



-j- 0.0663 

0.0593 
0.0525 

+ 0.0459 
0.0395 
0.0332 

+ 0.0272 
0.0214 
0.0158 

+ 0.0103 



76 
79 
81 

84 
86 

89 
90 
91 
93 
95 
95 
97 
97 

99 
98 

99 

99 
99 
99 
99 
98 
98 
98 

96 
96 

95 

94 
93 
92 

90 

89 
87 
86 

85 
83 
81 

79 
78 
76 

74 

72 
70 
68 

66 
64 
63 
60 
58 
56 

55 
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X 


^(x)i 


^(X)^l 


2 


<^(aj),: 


4 


2.00 

.01 


-(- 0.0207 


— 0.0413 




+ 0.0723 


20 
20 


+ 0.0199 


— 0.0399 


+ 0.0703 


.02 


O.OI9I 


0.0385 


0.0683 


20 


.03 


0.0183 
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Ableitung empirisober FormelB 818. 
Abweicbung, dorcbacbBittlicbe 1^7; 

mittlere 196; wabnoheinliche 123; 

zwischen Beobachtong und Erwartung 

191. 
Additionssatz der Wabraobeinll^keiV^ 

rechnung 40. 
Argument eines Eollektiygogeniltandes 

346. 
Argumentdurchscbniit 3H. 
Arithmetisches Mittel %61, ^7— ^?8. 
Ars conjectandi 16. 
Aiisbreitung einer Kollektivreihe 369. 
Ausgiuagswert 364. 369. 
Ai|8fleichung von Beobachtungen ^6: 
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sungen 322. 
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Außergewöhnliche Ereignisse 29—30. 

Bedingte Beobachtungen s. Beobach- 
tungen. 

Bedingungsgleichungen $32. 
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Erweiterung 76 — 77; seine Ausdeh- 
nung auf unendlich viele Fälle 77—81. 

Beispiele zur Ausgleichung direkter Be- 
obachtungeu 286—294; zur Ausglei- 
chu;ng vermittelnder Beobachtungen 
320; zur Ausgleichung bedingter Be- 
obachtungen 336; zur Kollektivma^- 
lehre 370. 

Beobachtungen, direkte gleicher Ge- 
nauigkeit 275^ ^^ ungleicher Genauig- 
keit 281; vermittelnde gleicher Ge- 
nauigkeit 298; — ungleicher Genauig- 
keit 306; bedingte gleicher Genauig- 
keit 331 ; — ungleicher Genauigkeit 335. 



Beo.baehtu^gidilEerei)Mm ^Qcpietz 363; 

ihre Yerwendung 974. 
Binoimial^armel im der Wahrtoheinlicb- 

keitareehnung 1^7, 
BouiUottespiftl 70-^72. 
Brelan 70-.72. 

Chance lt. 

Definition der mathematiachen Wahr- 
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gegensAandes Hb, 
Dichte eines Gebiets 79. 
Dichtester Wert 355. 
Direkte Beobachtungen, s. Beobatchtun- 

gen. 
Diakontiniutätsfaktor 261. 
Dispersion einer znf äUigen Zahlenreihe 

132; normale 163; untemonnoJe 163; 

übemormale 164. 
Durchschnittliche Abweiohung 127. 
Durchschnittsbildung (^-Operation) 354. 

380. 
Durchschnittafehler 268; einer direkten 

Beobachtung 280; der Gewichtseinheit 

285. 
Durchschnittswabrscheinlichkeit 166 ; von 

bestimmter und von willkürlichei; Zu- 
sammensetzung 168. 
Durchschnittswerte, s. Mittelwerte. 

Einsatz im Spiel 207. 

Elementarwahrscheinlichkeit 165. 

Elemente 29Q. 

Elementenausgleichung 298. 

Empirische Formeln 319. 

Empirische Wahrscheinliphkeit ^96, 202 

Entstehungsmodi 171. 

Ereignis 5. 

Ereignisse, entgegengesetzte 15. 

Erfahrungs Wahrscheinlichkeit 196. 
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Erkenntniswert einer Wahrscheinlich- 
keitsbestimmung 12. 

Erwartung, Maß dafür 15. 

Exemplar eines Kollektivgegenstandes 
345. 

Experimentelle Bestimmung einer Wahr- 
scheinlichkeit 286. 

Exponentialgesetz 854. 868. 

Fakultäten 21. 
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Genauigkeit einer Beobachtung 279; des 
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Gewicht einer Beobachtung 282; der 
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lische 17. 

Gleichmögliche Fälle 9. 10. 18. 

Glücksspiele 9. 

Grenzwerte von Wahrscheinlichkeiten 17. 

Grundannahmen bei Problemen über 
geometrische Wahrscheinlichkeiten 86. 

Grund und Folge 1. 

Gruppen, übergreifende 144; isolierte 146. 



Gruppenschema für zufällige Ereignisse 

149. 
Günstige Fälle 12. 

Hoffiiung, mathematische 205; moralische 
287. 
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Hypothese der Elementarfehler 251. 

Hypothese des arithmetischen Mittels 257. 
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rechnung 82 — 84. 

Methode der kleinsten Quadrate 27& 
288. 802. 807. 
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lichkeitsbestimmiing 42. 
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Größen 91; von Pehlerpotenzen 270; 
von Abweichungen 861. 

Mittlere Abweichung, beim BemouUi- 
schen Umenschema 125; beimPoiBson- 
schen Schema 161. 

Mittlerer Fehler 269; einer direkten Be- 
obachtung 281; des arithmetischen 
Mittels 281. 284—285; der Gewichts- 
einheit 282. 284; bei vermittelnden 
Beobachtungen 804; bei bedingten 
Beobachtungen 384. 

MögHche FäUe 9. 

Möglichkeit 2. 

Moralische Erwartung, s. Hoffnung. 

Münzversuche Buffons 192. 
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161—152. 

Näherungswerte der Unbekannten 812. 
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den Beobachtungen 812. 
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Paradozon von Bertrand 106; Versuche 
dazu 152. 
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Präzision einer Versuchsreihe 181. 
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Prinzip des mangelnden Grundes 10. 11; 
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Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 16. 18. 

Problem von Moivre 66 — 70. 

Reduktionslage einer Verteilungstafel 

849. 
Rekrutenmaße 355. 
Renkontrespiel 39. 
Risiko, mathematisches, durchschnitt- 



liches 219—220; absolutes und rela- 
tives 220; eines Massenspiels 228; 
mittleres 22&; nach Küttners Auf- 
fassung 232. 
Roulettespiel 144. 

Sätze über Mittelwerte: erster 98; 
zweiter 94; dritter 97. 

Sätze von Tchebychetf 212—216. 

Seitengleichung in einem Polygon 841. 

Sekundenpendel, seine Länge 825. 

Spannkraft gesättigten Wasserdampfes 
827. 

Stationsausgleichung 323. 

Stirlingsche Formel 22. 24—25. 

Streuung einer Kollektivreihe 362. 

Subjektive Bedeutung der Wahrschein- 
lichkeit 6. 

Summenfunktion 352. 

Summenverfahren 864. 

Tatbestand 5. 

Teilungsproblem 59. 209. 

Theorem von Bayes 171. 174. 178. 

Theorem von Bemoulli 109; seine Formu- 
lierung 120—121. 160. 219; seine üm- 
kehrung 184; vom Standpunkt der 
Kollektivmaßlehre 879. 

Theorem von Poisson 152; seine Formu- 
lierung 159. 219; vom Standpunkt 
der Kollektivmaßlehre 879. 

Totalsummen 866. 

Trente et quarante 72 — 74. 

Typen von Wahrscheinlichkeitsproblemen 
84. 

Umfang eines Kollektivgegenstandes 845. 

Umkehrung des Bemoullischen Theorems 
184. 

Unabhängigkeit von Ereignissen 13. 

Ungünstige Fälle 12. 15. 

Urliste eines Kollektivgegenstandes 348. 

Ursachen 8. 12. 171; ihre Natur 176. 
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Valenz, Valenzfunktion 77. 

Variationen ohne Wiederholung 20; mit 
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Vermittelnde Beobachtungen, s. Beob- 
achtungen. 
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Verteilnngsknrve 848. 
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848—349. 
YiirpitBlktpiroUem 99; f3r <Im Breiaok 
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Wahrscheinliciher Fehler 9^9; einer 
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Wahrscheinlichkeit 5, 16 ; matbematisch» 
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Wiederholte Beobachtungen 109. 
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Winkelausgleichung in einem Dreieck 
886. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 
Emanuel Czuber: 

Geometrische Wahrscheinlichkeiten u. Mittelwerte. 

Mit 115 Textfiguren. [YU u. 244 S.] gr. ß. 1884. geh. n. .^6.80. 

Das vorliegende Buch ist der erste Versuch einer systematischen 
Darstellung der geometrischen Wahrscheinlichkeiten und der damit eng 
zusammenhängenden geometrischen Mittelwerte. Der erste Teil, „Geo- 
metrische Wahrscheinlichkeiten", zerß,llt in drei Abschnitte, 
welche der Reihe nach willkürlich angenommene Punkte (in Linien, in 
Flächen, im Räume), willkürlich gezogene Geraden (in der Ebene, im 
Räume) und willkürlich gelegte Ebenen zum Gegenstande haben. Im 
zweiten Teile, „Geometrische Mittelwerte" oetitelt, ist von einer 
weiteren Gliederung des Stoffes Abstand genommen worden; die Probleme 
sind hier nach den zu ihrer Lösung verwendeten Methoden geordnet. 

Theorie der Beobachtungsfehler. 

Mit 7 Textfiguren. [XIV u. 418 S.] gr. 8. 1891. geh. n. .ä: 8.— 

Eine zusammenfassende Darstellung der wissenschaftlichen Grund- 
lagen der Fehlertheorie und der auf sie gegründeten Ausgleichungs- 
rechnung, wie sie dieses Buch zu geben versucht, soll einem doppelten 
Zwecke dienen: den Mathematiker in dieses durch Metaphysik und Analyse 
gleich interessante Gebiet der Wabrscheinlichkeitsrechnimg einführen und 
demjenigen, den praktische Probleme mit der Ausgleichungsrechnung, 
diesem unerläßlich gewordenen Bindeglied zwischen Beobachtmigen einer- 
seits und den aus ihnen gefolgerten Resultaten andererseits, zusammen- 
führen, ein möglichst umfassendes Bild ihrer Entwicklung nach der 
theoretischen Seite bieten. Die technische Ausführung der Rechnungen 
bei Lösung spezieller Aufgaben aus verschiedenen Gebieten der An- 
wendung fällt hiemach nicht in den Rahmen des Buches. 

Die Entwicklung der Waiirscheinlichkeitstiieorie 
und ihre Anwendungen. 

A. u. d. T. : Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung. VU, 2. 

[VHI u. 279 S.] gr. 8. 1899. geh. n. JC 8.—. 

Die Schrift stellt sich die Aufgabe, den Entwickelungsgang der 
Wahrscheinlichkeitstheorie bis zu ihrem heutigen Stande in knappen 
Zügen zu zeichnen und auf die Anwendungsgebiete so weit einzugehen, 
als es sich dabei um theoretische Fragen handelt. Der philosophischen 
Seite des Gegenstandes wird mehr Aufmerksamkeit zugewendet, als dies 
sonst in mathematischen Schriften zu geschehen pflegt. Es erwies sich 
als zweckmäßig, nicht den historischen Gang, sondern die sachliche 
Gliederung zur Grundlage der Anordnung zu wählen. So werden denn 
der Reihe nach die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie; ihre An- 
wendung auf die Ergebnisse wiederholter Versuche; die Wahrscheinlich- 
keit der Ursachen beobachteter Ereignisse und das Schließen auf zukünftige 
Ereignisse; die Beurteilung vom Zufall abhängiger Vor- und Nachteile; 
die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie auf Zeugenaussagen und 
Entscheidungen von Gerichtshöfen, auf die Resultate von Messungen, 
endlich auf die Statistik behandelt. 
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Verlag von B. G. TeubiMr in Leipzif md BerKa. 
EmuHMl CadMr: 

Vorlesuftgen Über Dfiffereiitial<- und 
Integralrechnung. 

Jn 2 Bänden. S. sorgfältig dTuchgeediene Auflage. 

L Differentialrechnung. Mit 116 Figuren. [XIV u. 560 S.] gr. 8. 

1906. In Leinwand geb. n. JC 12.— 
II. Integralrechnung. Mit 87 Figuren. {YIE u. 582 8.] gr. 8. 1906. 
In Leinwand geb. n. JC 12. — 

Bei der Abfassung dieses Werkes hat sidi der YerficMser als Ziel 
gesteckt, eine Darstellung der theoretischen Grundlagen der Infinitesimal- 
rechnung in oiganisoher Verbindung mit deren Anwendungen, insbesondere 
den geometrie^en, von solchem ümfaji^<e zu geben, als es einerseits fär 
das Studium jener angewandten Disziplinen , in denen die Mathematik 
den Grund zu legen nat, erforderlich ist, und als es andererseits die 
Vorbereitung für das Eintreten in Spezialgebiete der Analysie vor- 
aussetzt. & hfttte in erster Linie <üe B^ürfiiisBe der Technischen 
Hochschulen im Auge, wo eine so geartete Behandluiig des Gegenstandes 
i^ein am Flatee ist, glaubt aber, daß auch Studierende der Mathematik 
im engeren Sinne von dem Buche mit Nutzen Gebrauch machen können; 
denn die reichliche Bedachtnahme auf die Anwendung der theoretischen 
Sätze soll nicht bloß dazu dienen, das Interesse an dem Geg^istande, 
das ja hier vorausgesetzt werden muß, wach zu erhalten, sie ist vielmehr 
geeignet, das Verständnis der Theorie zu fördern und zu v^iefen. 

„... Was ferner beide Bände vorteillutft von «nderen fthnliohen Bflohem ans- 
zeidinet, das ist die vorrflgUche Auswahl nnd die klare Behandlung dw zahlreichen, 
Eum Teil völlig neuen Beispiele, welche namentlioh die geometrischen Anwendungen 
der Methoden erläutern; und nach dieser Biohtung kann nach Ansicht des Beferenten 
gerade den Technikern niemals zu viel geboten werden. Für sie ist auch namentlich das 
Kapitel über Massenanzi^ung und Potential im 4. Abschnitte des II. Bandes von be- 
sobdcFNa Werte, sowie die Anw«adiuigem der DifferentlalgleiKdHingen, deren Theorie man 
in gedrängtem Bahmen wohl kaum irgendwo besser dargestellt finden dürfte.*' 

(A. Y. Braunmühl in den Mittsni fOr IM tayMeMw QymnasIsItohulweteB.) 

„ . . . Überall tritt in dem Werke, welches zu den besten seiner Art zu zählen ist, 
das Bestreben des Yerfassers zutage, den strengeren Untersuchungen, dnroh welche in 
den letzten Jahrzehnten die Analysis bereichert worden ist, Bechnung zu tragen und sich 
auf den Boden der modernen Forschung zu stellen, so weit dies in einem für Anfänger 
bestimmten Buche tunlich und durchftUirbar Ist. Infolgedessen findet man überall ein 
tieferes Eindringen in solche theoretische Betrachtungen, mit denen jetzt auch der An- 
fänger möglichst veitraut werden muS." (Zeftsolil*. r. d. msth. u. nsturw. Uirterr.) 

„. . . Die Klarheit und Präzision der Darstellung, die streng wiMensohafttiche Be- 
handlung der einzeln^i Partien, die stete Rücksichtnahme auf die AnwendnngMs, natnent- 
Uoh auf die Greometrie, zeichnen das Werk aus. Es ist das Buch nicht nur im Sinne 
des Technikers, sondern auch des Fachmannes, der Mathematik um Ihrer selbst wUlen 
betreibt, verfafit; der äusaezeichnete Autor hat in allen Teilen seiner Entwicklungen 
gestrebt, jeder 'Hieorie mehrere Seiten abzugewinnen, so ■. B. hat er in der Ii«hre von 
den Differentialgleit^ungen die geometeische Bedeutung dert^ben stets im Auge gehabt. 

So scheiden wir ron dem Werke, das uns schöne Stunden geistigen Qenusses be- 
reitet hat, und dies nicht nur wegen des reichen und gutgewählten Ihhaltefe, sondern wegen 
der überall lichtrollen Darstellung, die dem Buche sein besonderes Oepxige 
▼erleiht. Der Verfasser zeigt sich gerade darin als ausgezeicluMter akademischer Iiehier, 
der auch mancher spröden Materie Leben zu geben vermag. Das Buch ist für die Hoch- 
schule geschrieben; es soll den in die Tiefen der Mathematik Eindringenden, dem Tech- 
niker auch ein yerläSUcher Batgeber bei späteren Forschungen i^n, die es anbakai Dafi 
ee dem Autor gelungen ist, sein Buch in jeder Beziehung nützlich zu gestalten, wird ihm 
wohl jeder zugeben, der sich mit dems^ben beschäftigt hat. Möge der Verbreitungskreis 
der Vorlesangen über Differential- und IntegraliBchnung von Professor Gz üb er ein recht 
grofier sein.<< (Zelttehrift rir tfie Üsterr^ieliiseNn tysiMsiM.) 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Blaschkei Dr. E., Hegiemngsrat im Minist, d. Innern^ Professor an der 
Technischen Hochschule zu Wien, Vorlesungen über mathema- 
tische Statistik. Die Lehre von den statistischen Maßzahlen. Mit 
17 Textfiguren und 5 Tafeln. [VIII u. 268 S.] gr. 8. 1906. In Lein- 
wand geb. n. JC 7 AO. 

Im ersten TeUe der Yorletimgen — die ztinftclist all Stadienbehelf für die Hörer der 
an den Hochschnlen bestehenden Kurse für Versichernngsteclmik dienen, dann aber auch an- 
gesichts der außerordentlichen Entwicklung des PersonenversicherungsweFens den Interessen 
weiterer Kreise entgegenkommen sollen — werden die Methoden cur HersteUung einwand- 
freier statistischen Tabellen (Abiterbeordnungen , Inraliditfttstafeln , Krankentafeln, Heirats- 
ordnnngen usw.) , im zweiten Teile auf Grundlage von Untersuchungen tLber die Bedeutung 
der Tabellen die Anwendungen erOrtert, welche sich hieraus einerseits ftlr die Theorie der 
Fersonenversicherung, andererseits ftlr das unter dem Namen der Tafelausgleiohung bekannte 
statistische Problem ergeben. 

Das Bestreben, den Wissenszweig vor allem für die Praxis nutzbar zu machen, führte 
dazu, wenn auch nur im Anhange, auf einige mechanische Hilfsmittel der Forschung (die Zfthl- 
maschine) hinzuweisen und damit für deren allgemeine Verwendung die Wege zu ebnen. 

Bortkewitscll, Dr. L. von, Professor an derüniversitätBerliu, das Gesetz 
der kleinen Zahlen. [VII u. 52 S.] gr. 8. 1898. geh. n. JK 2.— 

Die vorliegende Abhandlung stellt den ersten Versuch dar, statistischen Beihen, welche 
aus kleinen absoluten Zahlen bestehen, vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus 
n&her zu treten, d. h. die Gesetze des Zufalls an diesen statistischen Daten zu untersuchen. 
Es ergibt sich, daA die bei den untersuchten Beihen gefundenen Schwankungen den Voraus- 
sagnngen der Theorie fast vollständig entsprechen, worin eben das Gesetz der kleinen Zahlen 
besteht. Den scheinbaren Widerspruch zwischen dem Verhalten der grofien und kleinen 
Ereigniszahlen erklärt Lexis Theorie der Fehlerexzedenten. 

Bnms, Geheimer Hofrat Dr. Heinricll, Professor an der Universität 
Leipzig, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens. [VI 
u. 159 S.] gr. 8. 1903. geh. n. .^ 3 . 40, in Leinwand geb. n. JK 4 . — - 

Der Verfasser hatte bei den Übungen in seinem Seminar für „wissenschaftliches 
Bechnen" schon vor längerer Zeit damit begonnen, den Teilnehmern die zur Vorbereitung er- 
forderlichen mathematischen Entwicklungen autographiert in die Hand zu geben, um dadurch 
Zeit für die Behandlung besonderer Aufgaben zu gewinnen. Diese Aufzeichnungen werden hier 
in etwas erweiterter Gestalt der Öffentlichkeit übergeben, da es sich um Dinge handelt, für die 
es bisher an einer handlichen Zusammenstellung fehlte, und die überdies außerhalb des Kreises 
der berufsmäßigen Bechner keineswegs so bekannt sind, wie sie es bei ihrer erprobten Nütz- 
lichkeit verdienen. 



— — Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre. 
[Vm u. 310 S. und Anhang 18 S.] gr. 8. 1906. geh. n. JC 7.80, 
in Leinwand geb. n. JC 8.40. 

Das vorliegende Buch ist aus den Vorlesungen entstanden, die der Verfasser über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung gehalten hat Nachdem es ihm gelungen war, eine brauchbare 
analytische Darstellung für willkürliche Verteilungsfunktionen aufzufinden, hat er das Haupt- 
gewicht auf die Entwicklung der Kollektivmaßlehre gelegt, die rund zwei Drittel des Werkes 
ausfüllt. Die sogenannten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Versicherungs- 
wesen, Statistik und Fehlertheorie werden nur flüchtig gestreift, weil diese Gegenstände längst 
über den Bahmen einer bloßen Anwendung hinausgewachsen sind und eine selbständige Be- 
handlung beanspruchen dürfen. Als Ausgleich bietet das Werk die erste lehrbuchmäfiige Dar- 
stellung der allgemeinen Kollektivmaßlehre. 

Cantor, Geheimer Hofrat Dr. M., Professor an der Universität Heidel- 
berg, politische Arithmetik oder die Arithmetik des täg- 
lichen Lebens. 2. Auflage. [X u. 155 S.] gr. 8. 1903. In Lein- 
wand geb. n. JC 1, 80. 

Das vorliegende Büchlein umfaßt den Inhalt der Vorlesungen, die der Verfasser all- 
winterlich über politische Arithmetik für Kameralisten an der Universität Heidelberg hält und 
zu deren Veröffentlichung er sich entschloß, weil keine der vorhandenen Schriften entfernt den 
gleichen Stoff, der hier auf ca. 10 Bogen zusammengedrängt ist, behandelt 
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Helmert, Geheimer Begierungsrat Dr. F. B., Professor an der Universität 
Berlin und Direktor des Egl. Preußischen Geodätischen Institutes 
bei Potsdam, die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate. Mit Anwendungen auf die Geodäsie, die Physik 
und die Theorie der Meßinstrumente. 2. Auflage. [XVIII u. 578 S.] 
gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. JL 16. — 

Das Yorliegend« Buch über Aosgleichangsreohnimg will Gelegenheit bieten, die Behand- 
lang von Beiipielen bei einer sich an den Vortrag ansohliefienden Darstellung in der nur durch 
den Druck eu erreichenden kompendiOsen Form Überblicken zu lassen, -wobei es rweokmäBig 
«rsohien, den Beispielen die allgemeinen Formeln nebst deren Entwicklung beizufügen. 

In der Neuauflage sind die bei zahlreichen Anwendungen gewonnenen Erfahrungen des 
Yerfassers berücksichtigt. Insbesondere sind die Untersuchungen der Beobachtungsfehler, die 
interpolatorischen Anwendungen der Methode der kleinsten Quadrate, die instrumenteUen 
Untersuchungen, die Horizontalwinkelmessungen und die Ausgleichung der Dreiecksnetze aus- 
führlicher behandelt. Bei der Ableitung der Grundformeln ist das einfache Prinzip der Methode 
der kleinsten Quadrate, die Quadratsumme der Verbesserungen gleich genauer Beobachtungen 
SU einem Minimum zu machen, noch deutlicher als bisher in den Vordergrund gestellt. 

— ^^— die mathematischen und physikalischen Theorien der 
höheren Geodäsie. 2 Teile, gr. 8. geh. n. «/^38. — 

Einzeln: Einleitung u. I. Teil. Die mathematischen Theorien. Mit 
vielen Figuren im Text. JXV u. 681 S.] 1880. n. JK 18.— 
U. Teil. Die physikalischen Theorien, mit Untersuchungen 
über die mathematische Erdgestalt auf Grund der Beob- 
achtungen. Mit Figuren im Text und 2 lithogr. Tafeln. 
[XVI u. 610 S.] 1884. n. .^ 20.— 

Bei der Abfassung dieses Werkes war es die Absicht des Verf., in einfacher und syste- 
matischer Form die wissenschaftlichen Grundlagen der Landesvermessungen und Erdmessungen 
sur Darstellung zu bringen, dabei wesentlich weiter als die Lehr- und Handbtlcher Aber diese 
Disziplinen zu gehen, ohne doch das praktische Ziel, die Anwendung, als Hauptsache aufier 
acht zu lassen. Er hofft dadurch in gleicher Weise jdngeren wie älteren Fachgenossen etwas 
Brauchbares zu bieten. 

Hanes, Professor Dr. A., Generalsekretär des deutschen Vereins für Ver- 
sicherungswissenschaften in Berlin, Versicherungswesen. A.u.d.T.: 
B. G. Teubners Handbücher für Handel und Gewerbe. [Xu u. 
468 S.] gr 8. 1905. geh. n. ./^ 9.40, in Leinwand geb. \i.JL\^.— 

Das vorliegende Werk sucht unter Verwertung der zum großen Teil wenig oder gar 
nicht bekannten Literatur und in steter Fühlung mit der Praxis eine systematische DarsteUung 
der gesamten Versicherungswissenschaft zu geben. Neben den deutschen Verhältnissen werden 
die englischen und amerikanischen eingehend beachtet. Die erste Hälfte des Buches behandelt 
das Versicherungswesen im allgemeinen: Begriff und Wesen, Bedeutung und Entwicklung, 
Organisation und Technik der Versicherung, die Versicherungspolitik und die Versicherungs- 
wissensohaft. Der zweite Teil ist den einzelnen Zweigen gewidmet. Jeder Zweig wird ftlr sich von 
historischen, ökonomischen und technischen Gesichtspunkten aus erörtert. Das Werk will ein 
Lehrbuch für den gebildeten Laien sein, ein Handbuch für den Praktiker und eine Anregung 
für den Theoretiker, tiefer in die Lehre der Versicherungswissenschaft einzudringen. 

Seliwanoff, Dr. D., Professor an der Universität St. Petersburg, Lehr- 
buch der Differenzenrechnung. [VI u. 92 S.] gr. 8. 1904. 
In Leinw, geb. n. JL 4. — 

Inhalt: Hauptsätze über Differenzen. Interpolation. Angenäherte Berechnung be- 
stimmter Integrale. Unbestimmte und bestimmte Summen. Die Jacob-Bemoullisohe Funktion 
Eulersche Summationsformel. Anwendungen der Eulerschen Formel. Allgemeines Über Diffe- 
renzengleichungen. Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung. Lineare Differenzen- 
gleiohungen mit konstanten Koeffizienten. 

Steinhäuser, Anton, weil. Professor an der Staatsgewerbeschule zu Wien, 
die Lehre von der Aufstellung empirischer Formeln, mit 
Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate für Mathematiker, Physiker, 
Techniker bearbeitet. Mit 15 Figuren. [VI u. 292 S.] gr. 8. 1889. 
geh. n. JL 8. — 

Der Hauptzweck des Buches ist es, eine Anleitung zu geben, wie bei der Aufstellung 
empirischer Formeln auf Grund vorliegender Versuche oder Beobaohtungswerte vorzugehen ist, 
dafi soweit als tunlich unfruchtbare Arbeit vermieden und die unerl&filiche auf ein möglichst 
geringes Maß beschränkt wird. 

Das Buch gibt in 3 Kapiteln: 1. Die Aufstellung empirischer Formeln nach willkür- 
UcherForm; 2. die Aufstellung empirischer Formeln nach begründeter Form ; 3. Die Verbesserung 
annähernd entsprechender Formeln. 
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